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Vorwort. 


Die  erste  Auflage  dieses  Buches  ist  1900  erschienen,  die  zweite,  ein 
unveränderter  Abdruck  der  ersten,  schon  1908.  Seitdem  ist  fast 
ein  Menschenalter  verflossen,  während  dessen  sich  anscheinend  das  all- 
gemeine Interesse  an  dem  hier  behandelten  Gegenstande,  wenigstens 
in  Deutschland,  etwas  abgeschwächt  hat.  Woran  das  liegen  mag,  ist 
schwer  zu  sagen:  jedenfalls  nicht  an  dem  Mangel  an  aussichtsvollen 
und  zugänglichen  Problemen,  aber  auch  nicht  daran,  daß  die  Bedeutung 
dieser  Probleme  für  Theorie  und  Anwendungen  geringer  geworden  wäre, 
(lilt  doch  auch  heute  noch,  was  S.  Lie  im  Jahre  1898  in  die  Worte 
gefaßt  hat*):  „In  der  ganzen  modernen  Mathematik  ist  die  Theorie  der 
Differentialgleichungen  die  wichtigste  Disziplin." 

Bei  der  Bearbeitung  der  neuen  Auflage  sind  die  (rruudsätze  bei- 
behalten worden,  die  für  die  Abfassung  der  ersten  maßgebend  waren. 
Es  heißt  darüber  in  dem  Vorwort  zur  ersten  Auflage:  „Es  kommt,  wie  mir 
scheint,  für  den  Anfänger  nicht  sosehr  darauf  an,  daß  er  gleich  die  ganze 
Tragweite  einer  bestimmten  Methode  kennenlernt,  als  vielmehr  darauf, 
daß  er  zunächst  ihr  Wesen  richtig  erfaßt.  Um  dieses  Ziel  zu  erreichen, 
genügt  es  aber,  die  betreffende  Methode  an  Beispielen  zu  entwickeln, 
die  einerseits  so  allgemein  sind,  daß  keine  der  Schwierigkeiten,  die  durch 
das  Wesen  jener  ]\Iethode  überwunden  werden  sollen,  fehlt,  und  anderer- 
seits so  speziell,  daß  Sclnvierigkeiten  akzessorischer  Natur  möglichst 
vermieden  werden. " 

..Der  Wert  einer  Darstellung,  wie  der  hier  vorliegenden,  wird  natur- 
gemäß nicht  in  ihrer  durchgängigen  Eigenart  zu  suchen  sein:  handelt 
es  sich  ja  zum  Teil  um  die  Entwicklung  von  Theorien,  die  außer  von 
ihren  Urhebern  auch  schon  anderweitig  vielfach  behandelt  worden  sind. 
Die  ersten  Quellen  war  ich  bestrebt  überall  zu  nennen,  von  späteren 
Bearbeitungen  sind  meist  nur  diejenigen  angeführt,  die  mir  bei  der 
Ausarbeitung  unmittelbar  vorgelegen  haben.'' 

..Nur  zwei  Gesichtspunkte  möchte  ich  mir  noch  erlauben  hervor- 
zuheben. Einmal,  daß  ich  die  Grundlage  für  einen  systematischen  Auf- 
bau der  Theorie  der  Differentialgleichungen  in  der  Unterscheidung  zwischen 

*)  Leipziger  Berichte  1898,  Seite  53. 
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festen  und  mit  den  Anfangswerten  verschiebbaren  Singularitäten  der  Lö- 
sungen zu  finden  glaubte,  das  andere  Mal.  daß  ich  bestrebt  war.  durch  die 
hier  gegebene  Darstellung  diese  Theorie  auch  denjenigen  leichter  zugäng- 
lich zu  machen,  die  es  mit  den  Anwendungen  der  Analysis  zu  tun  haben. ' 

Von  dem  ursprünglichen  Text  ist  nur  knapp  die  Hälfte  im  wesent- 
lichen unverändert  in  die  Neubearbeitung  übergegangen,  nämlich  die 
für  jeden  Mathematiker  unentbehrlichen  klassischen  Lehren  von  der 
Jntegralexistenz.  den  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  mit  festen 
Verzweigungspunkten,  der  Gauß  sehen  und  der  Bess  eischen  Differential- 
gleichung. Alles  andere  wurde  vollständig  neu  bearbeitet  und  dem  der- 
zeitigen Stande  der  Forschung  auf  diesem  Gebiet  angepaßt.  Die  in  der 
ersten  Auflage  allzu  knapp  gehaltene  Einleitung,  die  das  Gebiet  der 
reellen  Veränderlichen  behandelte,  wurde  vervollständigt  und  zu  einem 
besonderen  Kapitel  gestaltet,  die  Theorie  der  linearen  Differential- 
gleichungen wurde  durch  Anwendung  des  Matrizenkalküls  vereinfacht 
und  vereinheitlicht  und  bis  zu  den  aus  dieser  Theorie  entspringenden 
Differentialgleichungen  beliebig  hoher  Ordnung  mit  festen  kritischen 
Punkten  fortgeführt,  um  den  Leser  bis  zu  den  gegenwärtig  im  Vorder- 
grand  des  Lateresses  stehenden  Problemen  hinzuleiten.  Auch  sind  Bei- 
spiele aus  den  Anwendungen  eingefügt  worden:  das  eine  gab  Gelegenheit, 
die  Lehre  von  den  linearen  Integrodift'erentialgleichungen  zu  berühren. 

An  Vorkenntnissen  wird  eine  gewisse  Vertrautheit  mit  den  Elementen 
der  Funktionentheorie  vorausgesetzt,  in  den  Kapiteln  lU  und  IV  darüber 
hinausgehend  noch  einiges  aus  der  Lehre  von  den  algebraischen  Funk- 
tionen. Der  Leser  kann  aber,  ohne  dadurch  das  Verständnis  des  Darauf- 
folgenden zu  beeinträchtigen,  bei  der  ersten  Lektüre  diese  beiden 
Kapitel  zurückstellen  und  damit  zu  der  Anordnung  der  ersten  Auflage 
zurückkehren. 

Bei  der  Ausarbeitung  des  Buches  hat  mir  eine  von  unserem  bis- 
herigen Assistenten  Heinrich  Fuhr  angefertigte  Nachschrift  #ieiner  Vor- 
lesungen vom  W.-S.  1919/20  und  S.-S.  1920  vorgelegen:  auch  bei  der 
Anfertigung  der  Druckvorlage  und  bei  der  Korrektur  hatte  ich  mich 
der  verständnisvollen  und  unermüdlichen  Mitarbeit  Fuhrs  zu  erfreuen: 
ihm.  sowie  den  Herren,  die  mich  beim  Lesen  der  Probeabzüge  in  freund- 
lichster Weise  unterstützt  haben,  meinem  hiesigen  Amtsgenossen 
F.  Engel,  ferner  E.  Hilb.  F.  Kämmerer  und  A.  Plessner.  sage  ich 
für  ihre  wertvolle  Hilfe  herzlichsten  Dank. 

Gießen,  zu  Ostern  1922. 

L.  Schlesinger. 
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Erstes  Kapitel. 

Einleitendes  über  Differentialgleichungen  im  reellen 

Oebiet. 

1.  Begriff  einer  Differentialgleicliiina:  und  ihrer  Integration. 

Zahlreiche  Aufgaben  der  Analysis,  der  Geometrie,  der  analytischen 
Mechanik  füliren  auf  die  Aufgabe,  eine  Funktion  von  einer  oder  mehreren 
veränderlichen  Größen  zu  bestimmen,  wenn  eine  Beziehung  zwischen 
dieser  Funktion,  ihi-en  Ableitungen  und  den  unabhängigen  Veränderlichen 
gegeben  ist.  Eine  solche  Beziehung  nennt  man  eine  Differentialglei- 
chung. 

In  den  Institutiones  calculi  integralis  (Petersburg  1768  bis 
1770,  L.  Euler i  Opera  omnia,  Ser.  1,  vol.  XI— XIII,  Leipzig  und  Berlin 
1913 — 1914)  bezeichnet  Euler  es  als  die  Aufgabe  der  Integralrechnung, 
aus  einer  gegebenen  Beziehung  zwischen  den  Differentialen  die  Beziehung 
zwischen  den  Größen  selbst  zu  finden  (Definitio  I),  und  teilt  (Definitio  III) 
die  Integrakechnung  in  zwei  Teile,  von  denen  der  erste  die  Funktionen 
einer  Veränderlichen,  der  zweite  die  Funktionen  von  zwei  und  mehr  Ver- 
änderlichen zum  Gegenstande  hat. 

Wir  werden  uns  ausschließlich  mit  solchen  Differentialgleichungen 
beschäftigen,  in  denen  die  Ableitungen  der  unbekannten  Funktion  nur  nach 
einer  der  Veränderlichen,  von  denen  die  Funktion  abhängt,  auftreten; 
man  bezeichnet  diese  als  gewöhnliche  Differentialgleichungen. 
Für  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  ist  es  also  keineswegs  aus- 
geschlossen, daß  die  zu  bestimmende  Funktion  von  mehr  als  einer  Ver- 
änderlichen abhängt,  vielmelu*  können  nebst  der  Veränderlichen,  nach 
der  die  in  der  Differentialgleichung  enthaltenen  Ableitungen  genommen 
sind,  in  den  Koeffizienten  der  Differentialgleichung  noch  andere,  von  jener 
unabhängige  Veränderliche  auftreten.  Diese  letzteren  werden  aber  dann 
als  Konstante  angesehen  und  zum  Unterschiede  von  derjenigen  Ver- 
änderlichen, nach  der  die  auftretenden  Ableitungen  genommen  sind  und 
die  schlechthin  die  unabhängige  Veränderliche  heißen  soll,  Para- 
meter genannt.     So  wird  uns  sehr  bald  (Nr.  6)  die  Differentialgleichung 
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(A)  ^"  ^ 

begegnen,  in  der  also  x  als  die  unabhängige  Veränderliche  schlechthin, 
k^  als  der  Parameter  zu  bezeichnen  sein  wnrd;  die  Lösung  u  kann  in  der  Tat 
als  Funktion  der  beiden  voneinander  unabhängigen  Veränderlichen  x 
und   k^   angesehen   werden. 

Wenn  in  einer  Differentialgleichung  partielle  Differentialquotienten 
der  unbekannten  Funktion  nach  mehreren  voneinander  unabhängigen 
Veränderlichen  enthalten  sind,  so  heißt  diese  Differentialgleichung  eine 
partielle. 

Die  schematische  Form  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  ist 


,,,  j.(      dy      d^y  d"y  \ 

(^)  ^[y^dx^  dx^---   dxr^r^^ 


wo  wir  in  der  Regel  F  als  ganze  rationale  Funktion  der  unbekann- 
ten Funktion  y  und  ihrer  Ableitungen  voraussetzen  werden,  deren 
Koeffizienten  im  allgemeinen  Funktionen  der  unabhängigen  Veränderlichen 
X  und  eventuell  noch  gewisser  Parameter  sind.  Wenn  in  einer  solchen  Diffe- 
rentialgleichung die  höchste  der  vorkommenden  Ableitungen  die  n-te  ist, 
so  heißt  die  Differentialgleichung  von  der  n-ten  Ordnung,  wenn  die  ganze 
rationale  Funktion  F  eine  solche  vom  Grade  m  ist.  so  ist  die  Differential- 
gleichung vom  m-ten    Grade. 

So  ist  also  z.  B.  die  Differentialgleichung  (A)  in  //  von  der  ersten 
Ordnung  und  vom  ersten  Grade;  als  Differentialgleichung  für  die  inverse 
Funktion  gesclirieben : 


f  dx  \^ 
(A')  y^^  )    --{\-x^){\^k^x^)  =  0 


wäre  sie  dagegen  von  erster  Ordnung  und  vom  vierten  Grade.  Die  Diffe- 
rentialgleichung 

d^w        s     . 
^^,    +ysm9.  =  0, 

die  wir  in  der  Nr.  6  behandeln  werden,  ist  von  der  zweiten  Ordnung,  wäh- 
rend von  einer  Gradzahl  nicht  die  Rede  sein  kann,  weil  die  linke  Seite 
kein  ganzer  rationaler  Ausdruck  der  unbekannten  Funktion  <p  und  ilirer 
Ableitungen  ist. 

Unter  der  Auflösung  der  gegebenen  Differentialgleichung  versteht 
man  die  Bestimmung  der  sämtlichen  Funktionen,  die  für  y  eingesetzt, 
die  Differentialgleichung  befriedigen.  Einer  derartigen  Aufgabe  begegnen 
wir  schon  in  den  Elementen  der  Integralrechnung.  In  der  Tat  ist 

y  ~ff{^)  dx 
die  Lösung  der  Differentialgleichung  erster  Ordnung   und  ersten  Grades 
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(2)  1-  -  m, 

und  wir  gewinnen  aus  diesem  einfachen  Beispiele  zugleicii  die  Einsiciit,, 
daß  es  im  allgemeinen  unendlich  viele  Funktionen  geben  wird,  die  einer 
gegebenen  DifTerentialgleichung  genügen,  da  ja,  wenn  fp{x)  eine  Lösung 
von  (2)  darstellt,  auch  cp{x)  +  c,  wo  c  eine  willkürliche  Konstante  bedeutet, 
derselben  Differentialgleichung  genügt.  Wir  können  also  für  eine  vor- 
gelegte Differentialgleichung  entweder  nach  einer  speziellen,  oder  wif 
man  zu  sagen  pflegt,  partikulären  Lösung  fragen  oder  nach  der  allge- 
meinen Lösung,  d.  h.  der  allgemeinsten  Funktion,  die  der  Differential- 
gleichung genügt.  Wie  im  Falle  des  gewöhnlichen  Integrals  (der  Qua- 
dratur), das  ja  einen  besonderen  Fall  der  Lösung  einer  Differential- 
gleichung darstellt,  bezeichnet  man  auch  allgemein  die  Auflösung  einer 
Differentialgleichung  als  ihre  Integration,  und  spricht  von  partiku- 
lärem und  allgemeinem   Integral  einer  solchen  Gleichung. 


2.  Systeme  von  Differentialgleichuuijeu.     Zurückfuhrung  auf 
Systeme  von  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 

In  dem  aus  den  Elementen  der  Integralrechnung  entnommenen 
Beispiele  handelt  es  sich  um  die  Auffindung  einer  gegebenen  Funktion, 
für  die  eine  Differentialgleichung  gegeben  ist.  Oft  handelt  es  sich  aber  um 
eine  allgemeinere  Aufgabe.  Betrachten  wir  z.  B.  die  Bewegung  eines 
Systems  jnaterieller  Punkte  unter  dem  Einflüsse  gewisser  Kräfte,  die  auf 
diese  Punkte  einwirken.    Es  seien 

\^\-i  Vii  ^i)i  (3^21  Vit  -^a)'  •  •  -i  (•^"''  y»»'  '^"») 
die  rechtwinkligen  Koordinaten  von  m  solchen  Punkten,  dann  hat  man 
die  Aufgabe,  diese  3m  Koordinaten  als  Funktionen  der  Zeit  t  zu  bestimmen. 
Die  ersten  Differentialquotienten  von  (%,  2/^.,  Si)  nach  t  geben  die  Kom- 
ponenten der  Geschwindigkeit,  die  zweiten  Differentialquotienten  derselben 
Größen  die  Komponenten  der  Beschleunigung  für  den  Punkt  {x^,  yk,  2/,)- 
Die  mechanische  Aufgabe,  auf  deren  Lösung  es  ankommt,  hefert  eine  ge- 
wisse Anzahl  von  Beziehungen  zwischen  den  Koordinaten,  den  Geschwin- 
digkeitö-  und  Beschleunigungskomponenten  und  der  Zeit  t,  die  wir  uns  in 
der  Regel  von  der  Form 

(3)  FAxi,yi,Zi,...,Xm,ym,Zm; 

dxi      dy^     dzi              d^  x-^    d^  yi    d^  z^  \  _  o 

^dT'  ~~dr'  "dT'  •  •  • '    d^'  ~W'  ~W' )" 

(/.  =  1.2,...,p) 
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denken,  wo  die  F)^  ganze  rationale  Funktionen  der  angedeuteten  Ele- 
mente mit  von  i  abhängigen  Koeffizienten  bedeuten.  Gewöhnlich  ist 
die  Anzahl  p  dieser  Relationen  gleich  der  Anzahl  3m  der  zu  bestimmenden 
Koordinaten,  dabei  ist  es  nicht  ausgeschlossen,  daß  einzelne  dieser  Rela- 
tionen nur  die  Koordinaten,  nicht  aber  deren  Differentialquotienten  ent- 
halten, d.  h.  sogenannte  Bedingungsgleichungen  sind.  Ein  solches 
System  von  Relationen  bildet  dann  ein  System  von  Differential- 
gleichungen (kürzer  Differentialsystom)  für  die  unbekannten 
Funktionen.  Im  allgemeinen  können  in  einem  Systeme  von  Differential- 
gleichungen natürlich  nicht  nur  die  ersten  und  zweiten,  sondern  auch  noch 
höhere  Differentialquotienten  der  unbekannten  Funktionen  auftreten. 
In  jedem  Falle  ist  es  aber  durch  ein  rein  formales  Verfahren  möglich,  ein 
System  von  Differentialgleichungen  beliebig  hoher  Ordnung  durch  ein 
System  von  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zu  ersetzen,  wobei 
allerdings  die  Anzahl  der  zu  bestimmenden  Funktionen  und  damit  auch 
die  Anzahl  der  Differentialgleichungen  vergrößert  werden  muß.  Setzt 
man  z.  B.  in  dem  Falle  der  Gleichungen  (3) 

dXk        f.      dyic  dz/,. 

^^^      df  ^  ^''~dr  "^ '"'    dt      ="'^'  (A  =  i,2,...,,„) 

so  haben  wir  für  die  6m  unbekannten  Funktionen 
die  Gleichungen 

[O)  i  A  ^afi,  i/i,  -1,  .  .  . ,  ^1,  >?a,  4i,  •  •  • ,     ^^  ,    ^^  ,    dt  '    ■  •)"  "' 

0.  =  1,2,  ...,_3m) 

die  in  Verbindung  mit  den;  Gleichungen  (4)  ein  System  von  6m  Diffe- 
rentialgleichungen  erster   Ordnung   bilden. 

Auf  diese  Weise  kann  auch  eine  Differentialgleichung  «-ter  Ordnung 

^V^'   dx'  •-■'  dx")      ^ 
für  die  eine  unbekannte  Funktion  y,  durch  das  System 
dy  _        <%i  _  dyn--i  _ 

dx~y^'  dx  -y-'  •••'     dx    -y'"'^ 


I^[y.y,.-..,y.-i^    ^^  )=0 


von    n   Differentialgleichungen    erster   Ordnung   füi'    die   n    unbekannten 

Funktionen 

IJ^Ui^  Uz ^».-  1 

ersetzt  werden. 

Hiernach  besteht  die  allgemeinste  Aufgabe  der  Theorie  der  gewöhn- 
lichen Differentialgleichungen  in   der    Bestimmung   der   sämtlichen 
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Funktioussysteine,  die  cinfin  Systeme  von  Uif  ferential- 
gleichnngen  erster  Ordaung  Genüge  leisten.  Die  schematische 
Form  eines  solchen  Differentialsystems  ist 


(6) 


(/.        1,2,.  ...n) 

WO  wir  in  der  Regel  die  Gi  als  ganze  rationale  Funktionen  der  angedeu- 
teten Elemente,  mit  von  x  abhängigen  Koeffizienten  voraussetzen  werden. 

Wenn  wir  in  den  Gleichungen  (6)  die 

,r..  dyi     dy^  dy,, 

^''  ■  dx'     dx dx 

als  Unbekannte  ansehen,  so  kann  man  nach  den  Regeln  der  Eliminations- 
theorie das  Gleichungssystem  (6)  durch  ein  ihm  im  algebraischen  Sinne 
äquivalentes  System  ersetzen,  das  so  beschaffen  ist,  daß  in  jeder  Gleichung 
dieses  neuen  Systems  nur  eine  der  Größen  (7)  auftritt,  das  also  die  Form  hat 

(8)     Pi\yi^y2. •'^"'rfrr;     ^'  (/.  =  i,2.....») 

wo  die  F;  ebenfalls  ganze  rationale  Funktionen  der  angedeuteten  Elemente 
mit  von  x  abhängigen  Koeffizienten  bedeuten;  der  Übergang  von  den  Glei- 
chungen (6)  zu  den  Gleichungen  (8)  erfolgt  durch  Ausführung  rein  ratio- 
naler Operationen. 

Die  allgemeinste  Aufgabe,  mit  der  wir  uns  zu  beschäftigen  haben, 
besteht  also  darin,  für  ein  gegebenes  Gleichungssystem  von  der  Form  (8), 
sei  es  ein  spezielles  (partikuläres),  sei  es  das  allgemeinste  Funktionssystem 
Vxi  2/25  •  •  ■■>yn  zu  bestimmen,  das  diese  Gleichungen  befriedigt.  Man  nennt 
ein  solches  Funktionssystem  ein  partikuläres  beziehungsweise  das 
allgemeine  Integ'ralsystem  des  gegebenen  Systems  von  Differential- 
gleichungen. 

Bei  der  Darlegung  der  Methoden,  die  für  die  Lösung  dieser  Aufgabe 
ausgebildet  worden  sind,  werden  wir  uns  zumeist  auf  den  einfachsten  Fall 
n  —  \.  beschränken,  da  das  Wesen  dieser  Methoden  an  diesem  Falle  in 
völlig  ausreichender  Weise  erläutert  werden  kann,  und  durch  diese  Be- 
schränkung eine  nicht  geringe  Menge  von  Schwierigkeiten  algebraischer 
und  funktionentheoretischer  Natur  vermieden  wird,  die  bei  der  Behandlung 
der  allgemeinen  Aufgabe  auftreten. 


3.  Orientierung  über  die  Natur  der  Integrale  einer  DiflTerential- 
gleichung  erster  Ordnung.    Existenzbeweis  für  die  Lösung. 

Wenn  n  =  i  ist,  so  wird  das  System  der  Gleichungen  (6)  zu  der  einen 
Diffe'  entialgleichung  erster  Ordnung 
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0. 


{y^t)= 


.  .    dy 
Die  ganze  rationale  Funktion  F  sei  in  y   vom  m-ten  Grade;  denken 

wir  uns  nach  Potenzen  dieser  Größe  geordnet,  so  hat  die  Differentialglei- 
chung die  Gestalt: 

(9)      <Poiy)['^iy  +  <PM{t)""\  ■■■  +  9.n  (y)  ^  0, 

wo  <Pq,  <pi,  .  .  .,  (p,„  ganze  rationale  Funktionen  von  y  mit  von  x  abhängigen 

Koeffizienten  bedeuten.    Um  vorerst  Schwierigkeiten  aus  dorn  Wege  zu 

gehen,  die  das  Wesen  der  hier  zu  entwickelnden  Prinzipien  nicht  berühren, 

dy 
denken    wir  uns  aus   dieser   Gleichung    m-ten  Grades    —  ausgerechnet. 

Wir  kommen  an  späterer  Stelle  auf  die  Art  und  Weise,  wie  man  sich  diese 
Rechnung  ausgeführt  zu  denken  hat,  zurück;  hier  genügt  es  zu  bemerken, 

dy 
daß  sich  im  allgemeinen  m  verschiedene  Lösungen  für    -  ergeben,  deren 

dx 

eine  wir  den  nachfolgenden  Betrachtungen  zu  Grunde  legen  und  in  der  Form 

m  J!  =  /(^.!') 

schreiben  wollen,  wo  /(a;,  y)  von  den   Koeffizienten    der  Gleichung  (fl) 
in  algebraischer  Weise  abhängt. 

Die  Gleichung  (10)  besagt,  daß  der  Differentialquotient  d-T  unbe- 
kannten Funktion  y  durch  x  und  y  bestimmt  ist.  Deuten  wir  r  und  y  als 
rechtwinklige  Koordinaten  in  einer  Ebene,  so  wird  die  unbekannte  Funk- 
tion y  von  X  durch  eine  Kurve  dieser  Ebene,  eine  sogenannte  Integral- 
kurve, dargestellt,  und  die  Gleichung  (10)  liefert  die  trigonometrische 
Tangente  des  Winkels,  unter  dem  sich  die  an  jene  Kurve  im  Punkte  (2,  y) 
gelegte  Tangente  zur  positiven  a;-Achse  neigt,  ausgedrückt  durch  die  Ko- 
ordinaten dieses  Punktes.  Es  sei  nun  {Xq^  y^)  ein  beliebiger  Punkt  jener 
Kurve,  so  kennen  wir  vermöge  der  Gleichung  (10)  den  Wert 


(dy\       ^ 

\dxjx    X, 


also  die  Tangente  an  jene  Kurve  im  Punkte  {Xq,  y^),  vorausgesetzt,  daß 
/(^oi  Vo)  einen  eindeutig  bestimmten  Wert  hat.  Diese  Tangente  enthält 
nun  den  dem  Punkte  {Xq,  y^)  unendlich  benachbarten  Punkt  der  Kurv, 
mit   den    Koordinaten 

Xq-{-  djc  =  ;Ci, 

yü-\-  ffy  =  yv 

in  dem  wij'  zufolge  der  Gleichung 
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wieder  die  Tangente  konstruieren  können.  Diese  geht  wieder  durch  den 
dem  (Ji,  ?/,)  unendlich  benachbarten  Punkt  der  Kmvr  hindurch,  und 
auf  diese  Weise  fortfahrend,  können  wir  die  auf  einander  folgenden  Punkt«' 
der  Kurve  konstruieren,  bis  wir  zu  einem  Punkte  (x,  ij)  kommen,  wo  /(x,  y) 
aufhört,  einen  eindeutig  bestimmten  Wert  darzustellen.  Bemerkenswert 
ist,  daß  diese  Konstruktion  stets  ausführbar  bleibt,  wie  auch  der  Anfangs- 
punkt {Xq^  2/o)  gewählt  werden  mag,  daß  wir  also  durch  jeden  beliebigen 
Punkt  der  Ebene  als  Anfangspunkt  eine  solche  Integralkurve  hinduich- 
legen  können,  vorausgesetzt,  daß  für  die  Koordinaten  dieses  Punktes  die 
Funktion  f{x,  y)  einen  eindeutig  bestimmten  Wert  besitzt. 

Wir  wollen  nun  diese  auf  die  geometrische  Anschauung  gegrüniietc 
Betrachtimg  in  schärferer  analytischer  Fassung  reproduzieren,  wodurch 
sich  uns  zugleich  ein  Weg  eröffnen  wird,  auf  dem  man  einerseits  in  gewisse 
Stetigkeitseigenschaften  der  Integralfunktion  Einsicht  gewinnen,  anderer- 
seits aber  zu  einer  angenäherten  Berechnung  dieser  Funktion  gelangen 
kann.  Das  Bedürfnis  nach  solchen  Näher imgsver fahren  ist  aus  den 
Anwendungen  erwachsen,  weil  es  für  die  meisten  in  den  Anwendungen 
auftretenden  Differentialgleichungen  nicht  möglich  ist,  die  Lösung  in 
endlicher  Form  durch  bekannte  Funktionen  darzustellen. 

Unsere  geometrische  Betrachtung  hat  uns  gezeigt,  daß  die  Aufgabe 
eine. Funktion  zu  suchen,  die  der  Differentialgleichung  genügt,  noch  durch 
die  Forderung  verschärft  werden  kann,  daß  jene  Funktion  für  einen  ge- 
gebenen Wert  Xj)  der  unabhängigen  Veränderlichen  einen  willkürlich  vorge- 
schriebenen Wert  I/o  annehmen  soll,  d.  h.  daß  man  die  gesuchte  Funktion 
noch  gewissen  sogenannten  Anfangsbedingungen  zu  unterwerfen  hat, 
um  sie  genauer  zu  bestimmen.  Man  versucht  nun  zunächst  eine  Funk- 
tion 7]  herzustellen,  die  die  Anfangsbedingungen  erfüllt,  also  für  x  —  Xq 
den  Wert  rj  —  y^  annimmt,  und  die  gegebene  Differentialgleichung  (10) 
mit  einer  gewissen  Annäherung  erfüllt,  d.  h.  der  Gleichung 

(10*)  ^dx  -  f^"^^ '!) -^  ^ 

Genüge  leistet,  wo  A  eine  dem  absoluten  Betrage  nach  kleine  Größe  be- 
deutet.   Für  die  Quadratur,  d.  h.  für  die  Differentialgleichung 

(10  a)  *  =  m, 

wo  f{x)  von  y  unabhängig  ist,  gelingt  dies  bekanntlich  am  einfachsten 
in  folgender  Weise.  Wenn  etwa  f{x)  in  dem  Intervalle  {Xq  .  .  .  a)  stetig 
ist,  s«^  teilt  man  dieses  Intervall  der  x- Achse  durch  die  Punkte  Xq  <  x^ 
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<  Xz  <   .  .  .  <  a;„_j  <  a    in    n    Teile,     ersetzt    die  Differentialgleichung 
(10a)  durch  die  Kette  von  Differenzengleichungen 

Mf  =  /(x„). 

^-^' = IM, 


und  verbindet  in  der  {x,y)-Ehene  je  zwei  aufeinander  folgende  der  Punkte 
(a^O)  Vo)^  (^i>  2/1)'  •  •  •'  (^«-1»  2/n-i)»  («7  b)  durch  gerade  Linien.  Die  so  ent- 
stehende gebrochene  Linie  stellt  dann  eine  Funktion  rj  von  x  dar,  deren 
Ableitung  sich  nur  an  den  Knickstellen  (a;/,,  ///,)  sprungweise  ändert.  Ver- 
feinert man  die  Teilung  so  weit,  daß  innerhalb  eines  jeden  Teiles  die 
Schwankung  von  /(a;)^)  kleiner  als  e  bleibt,  so  befriedigt  r/ die  Gleichung 

(10*a)  jl  =  fix)  -f  J, 

wo  I  J  j  <  e  ist.  Es  entsteht  aber  nun  die  Frage,  ob  die  Funktion,  die  der 
angenäherten  Differentialgleichung  genügt,  auch  eine  Annäherung  an  die 
Lösung  y  der  gegebenen  Differentialgleichung  liefert,  und  wenn  das  der 
Fall  ist,  ob  sich  der  Unterschied  zwischen  rj  und  y  beliebig  verkleinern 
läßt.  Man  weiß  aus  den  Elementen  der  Integralrechnung,  wie  diese  Fragen 
zu  einem  Existenzbeweis  für  die  Lösung  der  Differentialgleichung  (10a). 
d.  h.  zur  Definition  des  bestimmten  Integrals  als 

f{x)dx  =  lim  Z  {Xf,—  xl—i)  f{xk—i) 

hinführen.  Wir  wollen  hier  gleich  die  analogen  Untersuchungen  für  AW 
allgemeine  Gleichung  (10)  in  Angriff  nehmen. 

Es  sei  f{x,  y)  in  dem  Bereich  B  der  (.t.  ?/)-Ebene  eindeutig,  stetig 
und  beschränkt, 

(a)  1  /(a-,  y)  1  <  3/, 

der  Anfangspunkt  [Xq,  ?/o)  ^^^^  ^^s  durch  die  Ungleichungen  .r  —  x^  <  a. 
y — ?/o  '  <h  gegebene  Rechteck  R  seien  innerhalb  B  gelogen.  Dieses 
Rechteck  denken  wir  uns  durch  Parallelen  zur  x-  und  2/-Achse  in  recht- 
eckige Zellen  geteilt.  Wir  gehen  nun  von  {Xq,  y^)  in  der  durch  /(.Tj,,  y^) 
bestimmten  Richtung  aus  und  beschreiben  eine  gebrochene  Linie  L,  die 
ihre  Richtung  nur  beim  Auftreffen  auf  eine  der  Zellwände  in  der  Weise 
ändert,  daß  sie  allemal  durch  den  Wert  von  f{x,  y)  in  dem  Troffpunkte 
bestimmt  wird  (Fig.  1 ).  Die  Gleichung  der  von  [Xq,  y,,)  ausgehenden  Ge- 
laden  lautet  also 


1)  D.h.  \f(pi:)—f{x')\  für  irgend  zwei  innerhalb  jenes  Teiles  gelegene  Werten,  x' 
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n—Vo  =  /{'Co.  Z/o)  (•'^  — %)• 
Es  seien  Xj,  ?/j  die  Koordinaten 
des  Punktes,  in  dem  diost;  Ge- 
rade die  Begrenzung  der  Zelle 
trifft,  in  der  der  Punkt  (xq,  2/0) 
gelegen  ist,  dann  ist 

Vi   -Vo^  fi^o^  Vq)  (^1  —  "^o) 
und    die     Gleichung    des    von 
{Xi,  y-i)  ausgehenden  Stücks  der 
gebrochenen  Linie  L  lautet 

'?—?/!  =  /(a^i,  2/1)  (a^  —  a^i). 
Der   nächste  Treffpunkt   dieser 
Geraden  mit  einer  Zellwand  sei 
(3:2,^2),  also 

y-A  —  lh  =  /(^r  Vi)  (^2 


y 

\ 

,^ 

y^ 

1 

> 

/| 

1 

1 

i 

XqXj 

X^Xj 

yc, 

^sXf 

X 

Fig.  1. 


^1) 


usw.  Wenn  also  (a^i,  y^.  (a.j.  ?/o),  {x<y,  y^).  .  .  .  die  Koordinaten  der  Treff- 
punkte von  L  mit  den  Zell  wänden  sind,  so  haben  wir  die  Folge  von  Diffe- 
renzengleichungen: 

?/i  —  2/0  =  (^1  —  -^o)  /{-^o.  yo)- 

y-2  —  yi=  (^2  —  J^i)  fi^v  yi)> 
yz  —  y-2  =  (^3  —  •'^2)  /(^2.  ?/2), 


und  es  handelt  sich  nun  zuvörderst  darum,  es  so  einzurichten,  daß  die 
Linie  L  aus  dem  Rechteck  Ä  nicht  hinaussteigt.  Wir  beschränken  darum  x 
auf   das  Intervall 


(b) 


1^^, 


b 


wo  A  kleiner  ist  als  die  kleinere  der  beiden  Größen  a,  -  -  und    bezeichnen 

M 

das  Rechteck  x  —  XQ\-^A,\y  —  ?/o|^6  mit  R.  Wenn  dann  die  Treff- 
punkte {Xq,  ^o),  {x.\,  //i),  .  .  .,  [x^,  yu)  noch  innerhalb  von  R  liegen,  so  sind 
alle  f{xQ,  2/0),  /(a^i,  i/i),  .  .  .,  /(a:^.,  y^)  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner 
als  M,  und  folglich  ist  für  das  von  {Xk,  yk)  ausgehende  geradlinige  Stück 

Y}  ?/i  =   {X  Xk)  f{Xk,  yk),      Xk<X^Xk  +  l, 

von  L 

k 

1  ^  —  2/0 1  =  I  ^  (^.  —  ^v-i)  /(a:,— 1,  2/.-1 )  +  (a;  —  XI.)  f{xk,  yk)  \ 
.=1 
<  1  o;  —  %  1  M, 
also,  solange  x  der  Ungleichung  (b)  genügt, 

\ri-yo\^AM  <h. 
Es  liegt  also  in  der  Tat  auch  noch  dieses  von  (a;^.,  y,,)  ausgehende  Stück 
von  L  innerhalb  von  R. 
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Die  durch  L  dargestellte  Funktion  ry  —  (p{x)  hat  außer  in  den  Treff- 
punkten eine  stetigfe  Ableitung;  es  ist  ja  für  das  von  {£,,,  y,,)  ausgehende 
geradlinige  Stück  von  L 

also  konstant.  Wenn  wir  die  Zellenteilung  von  R  so  eng  machen,  daß  inner- 
halb einer  jeden  Zelle  die  Schwankung  von  /(x,  y)  ^)  kleiner  bleibt  als  e, 
so  ist  also  für  das  gedachte  geradlinige  Stück 

l/(a;,  ri)  —  f{Xk,yk)\  <  e 
und  r/  =  (p{x)  befriedigt  folglich  die  Differentialgleichung  (10*) 

wo  j  ^  I  <  £,  d.h.  i]  befriedigt  die  Differentialgleichung  (10)  bis  auf  einen 
Fehler,  der  kleiner  ist  als  e.  Es  seien  nun  r/,  r/  irgend  zwei  stetige  Funk- 
tionen mit  gleichen  Anfangswerten  und  mit,  abgesehen  von  einzelnen  Aus- 
nahmepunkten, stetigen  Ableitungen,  die  bis  auf  Fehler,  die  kleiner  als  t 
sind,  die  Differentialgleichung  (10)  befriedigen,  für  die  also  die  Gleichungen 

j^  =  /(^,  ^)  +  -^/,     M  1  <  £ 

dW 

J^  =  fix,  »;')  +  .:/',     I-^'I  <  £ 

gelten.  Dann  folgt  aus  diesen  Gleichungen  durch  Integration  —  die  ja 
trotz  der  etwa  vorhandenen  Ausnahmepunkte  gestattet  ist  —  und  Sub- 
traktion 

(11)         r]'  —  r]=j\f  (x,  //' )  —  /(:r.  r])  +    /'  —  .  0  djr. 

■'o 

Um  diese  Differenz  abschätzen  zu  können,  unterwerfen  wir  die  Funktion 
f{x,y)  noch  der  sogenannten  Lipschitzschen  Bedingung,  d.  h.  wir 
setzen  voraus,  daß  ein  positives  N  vorhanden  ist,  für  das 

(c)  lM2/)-/(^,y')l  <N\y~7y\ 

ist,  wenn  die  Punkte  {x,  y)  und  (x,  y' )  innerhalb  des  Bereiches  B  gelegen 
sind.  Bedeutet  dann  ju  die  obere  Schianke  von  \  ri  —  /y  \  für  das  Intervall 
\x  —  Xq\  <  .4,  so  folgt  aus  (11)  mit  Rücksicht  auf  die  Bedingung  (c).  daß 
für  Werte  von  x^  die  diesem  Intervall  angehören, 

\7)  —ri\^C      {Nfi  -f  2e)  (ir  =  N/n  A  ^  le  A. 


*)  D.  h.  \  f  (x,  y)  —  f(x\  //')  I  für    irgend    zwei    innerhalb    der   gleichen    Zelle 
gelegene  Punkte  (x, y)  und  (x'.y'). 


3.  Orientierung  üb.  d.  Natur  d.  Integrale  e.  Differentialgleichung  I.  Ordnung.    H 

und  daher 

//,  S  NßA  -f-  'leA 

1 
ist.  Wonn  wir  also  jetzt  dafür  sorgen,  daß  yl  auch  kleiner  als       ist,  so  haben 

wir 

2eA 
(12)  ^<l_yiyV' 

d.  h.  es  wird  der  Unterschied  r}'  —  ri  mit  e  beliebig  klein  und  zwar  so,  dal.'» 

der  Grenzwert  von       für  ein  gegen  Null  abnehmendes  t  unterhalb  der 

angebbaren  Größe 

2A 
\~AN 
verbleibt. 

Lassen  wir  nunmehr  e  gegen  Null  konvergieren  und  betrachten  die 

Folge  der  zugehörigen  Funktionen  j/  =  (p{x),  so  wird  also  der  Unterschied 

zwischen  zwei  beliebigen  unter  ihnen  kleiner  sein  als  e  multipliziert  mit 

einer  von  x  unabhängigen  angebbaren  Größe.    Diese  Funktionen  nähern 

sich  demnach  einer  Grenzfunktion  y  ^-  F{x)  und   zwar  gleichmäßig,   so 

lange  x  die  Bedingung  (b)  erfüllt,  in  der  jetzt  A  kleiner  gewählt  werden 

b     \  .       _, 

muß  als  die  kleinste  der  drei  Größen  a,    w,-t;-     Die  Grenzfunktion  der 

stetigen  Funktion  <p{x) 

F{x)  =  lim  <p{x) 

ist  folglich  selbst  stetig,  und  es  ist 

lim    /    f{x,r])dx=  f  f{x,F{x))dx^). 

^)  Nähert  sich  die  Folge  (^«(j)  (n  =  1.  2,  3, . .  .)  stetiger  Funktionen  für  ein 
gewisses  Intervall  (a...b)  der  Veränderlichen  x  gleichmäßig  der  Grenzfunktion 
F(x)  =  \im(fn(x),  so  gilt: 

1)  F{x)  ist  selbst  stetig, 

'2)  wenn  f(x,y)  eine  stetige  Funktion   von  y  ist,  Viva  f(x,  (pn(x))  =  f{x,  F(x)), 

n—yco 

und  zwar  erfolgt  die  Annäherung  von  f(x,  <pn(x)  an  f(x,  F(x))  ebenfalls  gleichmäßig, 

wie  aus  der  gleichmäßigen  Stetigkeit  von /"(x,  y)  folgt, 

rß  rß  rß 

3)  lim     \   ifn{.x)dx—   \     F(x)  dx.  und  ebenso  lim         f(x.  (f>n(x))dx 

n— >-a>    J  J  n— K»  J 

a  a     ,  a 

rß 
=    I   f(x.  F(x))  dx,  wenn  das  Integrationsintervall  (a  . . .  ß)  in  dem  Intervall  {a  .  .  ■  b) 

a 

enthaltei  ist.  Vergl.  z.  B.  Osgood,  Lehrbuch  der  Funktionentheorie  I  (1912),  S.  91  ff. 
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.\.us  der  für  jedes  r)  geltenden  Gleichung  (10*)  folgt  durch  Integration 
die  Integralgleichung 

•X 

^  — .Vo=J    if{x,rj)  +  J)dx,    |z/l<c; 

lassen  wir  hierin  e  gegen  Null  konvergieren,  so  ergibt  sich 
Fix)  =  ,Vr>  ^  f/l^,  F{x))  dx. 

Aus  dieser  Gleichung  folgt,  daß  F{x)  der  Anfangsbedingung 

genügt,  und  durch  Differentiation  des  Integrals  nach  der  oberen  Grenze, 
die  erlaubt  ist,   da  F{x)  und  folglich  auch  j{x,  F{x))  stetig  ist. 

dx     -  ^(-^^  ^(^^)' 

so  daß  also  F{x)  eine  Lösung  der  Differentialgleichung  (10)  darstellt, 
die  die  Anfangsbedingung,  für  x  =  Xq  den  Wert  y^  anzunehmen,  erfüllt. 

Damit  sind  wir  von  der  Frage  der  angenäherten  Lösung  unserer 
Differentialgleichung  (10)  ausgehend,  zu  einem  Existenzbeweis  für  die 
den  vorgeschriebenen  Anfangsbedingungen  genügende  Lösung  von  (10) 
vorgedrungen.  Es  erübrigt  noch,  in  bezug  auf  diese  Lösung  weitere  Folge- 
rungen zu  ziehen;  ehe  wir  aber  dazu  übergehen,  seien  noch  einige  ge- 
schichtliche Bemerkungen  gemacht. 

Die  Frage  der  angenäherten  Darstellung  für  die  Lösung  einer  ge- 
gebenen Differentialgleichung  hat  auch  Euler  in  den  Institutiones  calculi 
integralis  (vol.  I,  art.  .  650ff.)  in  der  hier  gegebenen  Form  behandelt, 
ohne  sich  jedoch  mit  der  quantitativen  Abschätzung  des  begangenen  Feh- 
lers zu  beschäftigen.  Der  erste,  der  versucht  hat,  dies  zu  tun,  war  Gauchy 
in  seinen  (1823  gehaltenen)  Vorlesungen  an  der  Pariser  ;6cole  Polyt^ch- 
nique^).  Seine  Betrachtungen  wurden  dann  von  R.  Lipschitz  (Lehr- 
buch der  Analysis  II,  Bonn  1880,  S.  500)  vereinfacht  und  verschärft,  in- 
dem Lipschitz  hervorhob,  daß  die  Funktion  f{x,y)  außer  den  Bedin- 
gungen der  Eindeutigkeit  und  Stetigkeit  noch  der  Bedingung  (c)  unter- 
worfen werden  muß,  einer  Bedingung,  die  z.B.  stets  erfüllt  ist,  wenn  f{x,y) 
in  dem  Bereich  B  eine  beschränkte  partielle  Ableitung  nach  y,  besitzt, 
vorausgesetzt,  daß  die  Begrenzung  von  B  von  einer  Parallelen  zur  y- Achse 
in  nicht  mehr  als  zwei  Punkten  getroffen  wird.  Man  hat  nämlich  dann  nur 
auf  die  Differenz  /(x,  y')  —  /(;r,  y)  den  Rolleschen  Satz  anzuwenden,  um 

^)  A.  L.  Cauchy.  Le(.-ons  de  calcul  differentiel  et  de  calcul  integral,  redigees 
par  TAbbeMoigno.  t.  II.  Paris  1844.  26.  lecon,  S.  :?85ff. 
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zu    crkonneii,    daß  N  gleich  «ItT  oberen  Schranke  von       gewählt  werden 

kann.  Man  bezeichnet  die  entwickelte  Methode  gewöhnlich  als  die  Gaue  hy- 
Lipschitzsche.  Die  hier  dargelegte  Form  starnint  von  Runge  und  de 
la  Vallt'e  Pou  ssin^). 


4.  Eindeutige  Itestiiiiinung  der  Lösung. 

Abhängigkeit  von  den  Anfangswerten  und  von  Parametern. 

Lineare  Differentialgleichung. 

Aus  der  Abschätzungsformel  (12)  der  vorigen  Nummer,  die  für  irgend 
zwei  stetige  Funktionen  gilt,  die  der  Differentialgleichung  (10)  bis  auf 
Fehler  von  der  Größe  e  genügen,  folgt  nunmehr,  daß  der  Unterschied 
zwischen  einer  solchen  Funktion  rj  und  der  Lösung  F{x)  mit  demselben 
Anfangswert  yQ  mit  e  beliebig  klein  wird,  und  zwar  so,  daß  das  Verhältnis 

e 

unterhalb  einer  angebbaren  Größe  bleibt.  F  kann  nämlich  als  eine  stetige 
Funktion  angesehen  werden,  die  der  Differentialgleichung  bis  auf  einen 
Fehler  von  der  Größe  0  genügt,  und  damit  ist  zugleich  gezeigt,  daß  die 
Lösung  F  durch  ihren  Anfangswert  eindeutig  bestimmt  ist. 
Diese  Bemerkung  ist  namentlich  für  die  Anwendungen  von  Wichtigkeit; 
denn  wenn  z.  B.  eine  physikalische  Aufgabe  die  Bestimmung  einer  Funk- 
tion erfordert,  die  die  Differentialgleichung  (10)  befriedigt  und  für  x  =  Xq 
den  Wert  y^  annimmt,  so  sind  wir  jetzt  sicher,  eben  diese  Funktion  durch 
unsere  Funktionen  r]  =  <p{x)  mit  beliebiger  Annäherung  dargestellt  und 
als  Grenzwert  dieser  Funktionen  f üi-  s  -^  0  bestimmt  zu  haben. 

Da  aus  dem  Integral  y  =  F{x,  y^)  bei  geeigneter  Wahl  von  y^  jede 
Lösung  unserer  Differentialgleichung  hervorgeht,  die  für  x  =  x^^  einen 
bestimmten  Wert  annimmt,  so  kann  man,  indem  man  Xq  fest,  j/q  willkürlich 
läßt,  die  Funktion  Fix^y^)  als  das  allgemeine  Integral  der  Differen- 
tialgleichung (10)  ansehen;  dieses  hängt  also  von  der  einen  willkürlichen 
Konstanten  yo  ab. 

Es  verdient  besonders  hervorgehoben  zu  werden,  daß  der  Satz  von 
der  eindeutigen  Bestimmung  des  Integrals  durch  die  Anfangsbedingung 
wesentlich  daran  geknüpft  ist,  daß  für  f{x,y)  die  Lipschitzsche  Bedin- 

1)  Siehe  C.  Runge,  Mathem.  Annalen,  Bd.  44  (1894),  S.  437 ff.;  de  la 
Vallee  Poussin.  Cours  d'Analyse  infinitesimale,  T.  II,  2e  ed.,  Louvain  et  Paris 
1912,  S.  181  ff. 
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gung  besteht.  Dies  zeigt  das  folgende  von  Peano^)  herrührende  Beispiel 
der  Differentialgleichung 

dy  iyx^ 

dx  ^   y^  -\-  x^ ' 
wenn  für  a;  =  0  der  Anfangswert  y  =  0  vorgeschrieben  vsörd.     Zunächst 
scheint  der  Punkt  a;  —  0,  ?/  =  0  eine  singulare  Stelle  der  Funktion  f{x,  y) 
zu  sein;  beachtet  man  aber,  daß 

2/2  +  X«  —  2y  x^=  {y  —  x^)^ 
also  für  alle  reellen  Werte  von  x  und  y 

2xy 

!  y^  -\-  X* 


<1 


ist,  so  erkennt  man,  daß 


^yx^       _  2a;       ^^ 


als  Funktion  der  reellen  Veränderlichen  x,  y  im  x  =  0.  y  =  0  stetig  und 
in  jedem  endlichen  Gebiete  \  x  \<  a,  '  y  <b  beschränkt  ist.  Die  allge- 
meine Lösung  unserer  Differentialgleichung  ergibt  sich,  indem  man  x*  =  t 
setzt,  leicht  in  der  Form 

wo  C  eine  willkürliche  Konstante  bedeutet,  oder 

x^  =  y^^Cy. 
Wir  erkennen  daraus,  daß  y  bei  jedem  Wert  der  Konstanten  C  für  x  =  0 
den  Wert  y  —  0  annehmen  kann,  daß  also  durch  den  Punkt  x  =  0,  y  =  0 
unendlich  viele  Integralkurven  hindurchgehen.  Der  Punkt  .t  =  0.  y  —  0 
ist  demnach  eine  singulare  Stelle  der  Differentialgleichung,  nach  der  Be- 
zeichnungsweise von  Poincare  ein  Sattelpunkt. 

Das  Auftreten  dieses  Sattelpunkts  hängt  nun  damit  zusammen, 
daß  unsere  Funktion  f{x,  y)  nicht  für  alle  Werte  |  a;  |  <  a,  \y  \  <b  die 
Lipschitzsche  Bedingung  in  bezug  auf  y  erfüllt.  Nach  ihr  müßte  für 
\x\   <a,\y'  \  <b,  \y"  \<b 

^y"  x^  ^y'x^    I        ,/,    „ 

yJ^,.-y>^-^^\  <N\y'-y\ 

sein,  wo  N  eine  endliche,  angebbare  Zahl  bedeutet.  Dies  ist  aber  nicht 
der  Fall,  wenn  man  z.  B.  y'  =  0  nimmt,  da  dann 

4x3 

für  hinreichend  kleine  Werte  von  x  und  y"  beliebig  groß  gemacht  werden 
kann. 

1)  G.  I'eano.  Mathem.  Annalen  Bd.  37  (1890),  S.  182. 
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Aus  der  zu  Anfang  dieser  Nummer  gemachten  Bemerkung  können 
wir  noch  eine  Reihe  weiterem  wiclitiger  Folgerungori  ziehen. 

Wir  untersuchen  zunächst  die  Lösung  y  —  F{x,  y^)  als  Funktion 
des  Anfangswertes  y^.  Es  bedeute  y'^  einen  anderen  zu  a,-,,  gehörigen 
Anfangswert  und  y'  —  F{x,  y'^)  die  entsprechende  Lösung.  Dann  ist 
y'  —  (y,',  —  y^)  eine  stetige  Funktion  von  x  mit  dem  Anfangswerte  y^  für 
X  —  Xq^  die  die  Differentialgleichung  (10)  bis  auf  den  Fehler 

/(a:,  y')  —  j{x,  y'  —  (y;  —  ^o)) 
befriedigt,  und  dieser    Fehler  ist  vermöge  der    L ip sc liitz sehen    Bedin- 
gung sicher  kleiner  als 

Wenn  also  \y'^  —  y^\  <  <5  ist,  so  wird  nach  unserer  Bemerkung  der  Unter- 
schied zwischen  y'  —  (y,',  —  ?/o)  und  y  mit  b  beliebig  klein;  das  gleiche  gilt 

y'  —  y 
also  auch  für  y  — y  und  zwar  bleibt  das  Verhältnis  '  ,  mit  gegen  Null 

.Vo  —  ?/o 
abnehmendem  b  unterhalb  einer  angebbaren  Grenze. 

Die    Lösung  F  {x^y^^  ist    folglich    eine   stetige    Funktion 
ihres    für   x  =  Xq  vorgeschriebenen    Anfangswertes  y^. 

Auf  Grund  dieses  Ergebnisses  können  die  vorstehenden,  bisher  nur 
für  das  Intervall  x  —  a;,,  |  ^  yl  bewiesenen  Sätze,  auf  alle  diejenigen 
Wertepaare  (a;,  y)  erweitert  werden,  für  die  der  Punkt  (a;,  y)  innerhalb 
des  Bereiches  B  verbleibt.  In  der  Tat  können  wir  das  für  \x  —  X(^\^  A 
erklärte  Integral  i*'(;c,  j/q)  über  dieses  Intervall  hinaus  fortsetzen,  indem 
wir  als  neuen  Anfangswert  den  Wert  von  F(a;,  2/o)  in  einem  der  Endpunkte 
dieses  Intervalls  wählen,  und  können  so  fortfahren,  so  lange  nicht  die 
Begrenzung  des  Bereiches  B  erreicht  wird.  Die  Werte  a:,  für  die  dies  ein- 
tritt, sind  im  allgemeinen  singulare  Stellen  der  so  definierten  Integral - 
funktion,  und  es  ist  eine  der  wichtigsten  Aufgaben,  diese  Stellen  und  damit 
den  Geltungsbereich  der  durch  unser  Verfahren  gewonnenen  Integral- 
funktion zu  bestimmen.  Im  allgemeinen  hängen  die  singulären  Punkte 
eines  Integrals  von  den  Anfangswerten  ab;  so  hat  z.  B.  die  Differential- 
gleichung 

für  die  der  Bereich  B  aus  allen  im  Endlichen  gelegenen  Punkten  der  (a:,  y)- 
Ebene  besteht,  die  der  Anfangsbedingung  y  =  ya  für  a;  =  a;^  genügende 
Lösung 

y  =  F{x,  yo)  = ^, 
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die  nur   bis  zu  der  Stelle  r,  =  Xq  -r       hin  Werte  annimmt,  dio  zu  den 

Punkten  {x.  y)  irn  Innern  von  B  gehören.  Die  Abhängigkeit  der  singulären 
Stelle  Xi  von  den  Anfangswerten  (Xq,  Vq)  liegt  hier  klar  zutage. 

Besonders  einfach  gestaltet  sich  die  Auffindung  der  singulären 
Stellen,  wenn  ihre  Lage  nicht  von  der  Wahl  der  Anfangswerte  abhängt : 
das  ist  z.  B.  offenbar  der  Fall  für  die  gewöhnliche  Quadratur 

aber  es  trifft  auch  für  die  allgemeine  lineare    Differentialgleichung 

zu.  Wie  wir  später  sehen  werden,  kann  diese  Gleichung  auf  die  sogenannt r- 
homogene 

du 
(a)  dx  =  y-^^(^) 

zurückgeführt  werden,  deren  Lösung  sich  sofort  in  der  Form 

r%{x)dx 

y  =  yo-^ '" 

ergibt.  Danach  sind  also  singulare  Stellen  die  a;-Werte,  wo  g{x)  aufhört, 
stetig  und  beschränkt  zu  sein. 

Man  kann  das  aber  auch  direkt  ausdem  Cauchy-Lipschitzschen 
Verfahren  entnehmen.  Es  sei  nämlich  für  \x  —  Xq\  <  a  die  Funktion 
g(x)  stetig  und  beschränkt.  ',  «{x)  \  <  M,  b  kann  einen  beliebigen  end- 
lichen Wert  bedeuten;  die  Lipschitzsche  Bedingung 

\f{x,y)  —  j{x,y')\  <N\y  —  y'\ 

ist  f ür  A^  =  ilf  erfüllt.  A  ist  also  kleiner  als  a  und  kleiner  als    _  zu  nehmen. 

M 

Setzen  wir  Xq  <  x^  <  X2  <  •  •  voraus,  so  folgt  aus  den  Differenzen- 
gleichungen 

yk  —  yk~\  =  {xi-  —  xk-\ )  g{x).—\ )  yk-i      (i=  1.  -, . . .). 
die  Ungleichung 

\y,.\<\  yk-i  1  (1  +  M{xk  —  x,-i)y 
und  da  für  a  >  0,  1  -f  a  <  e"  ist. 

Die  \  y,:  \  bleiben  also  unter  einer  angebbaren  Schranke,  so  lange  dies  füi- 
g(x)  zutrifft.  Ferner  kann  für  das  von  (x^.,  y^)  ausgehende  geradlinige 
Stück  der  approximierenden  gebrochenen  Linie 

'?  —  yi.  =■-  (.1-  —  Xk)  g  (Xk)  •  yi.         Xk^x^  xt+i. 
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die  obori  mit    /  bezeichnete  Größe,  d.  h.  fiir  unseren  Fall 

./  =  g{x)  -ri  —  gix,,)  -y, 
dem  absoluten  Betrage  nach  beliebig  klein  gemacht  wtrden,   indem  man 
die  Differenz  aj^-^i  — Xt,-  hinreichend  klein  macht;  es  ist  nämlich 
1  ^  !  ^  1 2/^-  -  - »/  M  gM  \  +  U(^/. )  —  'Äx)  \\r]\ 

<  I  rc  —  .Ca-  I  ^{Xkf  I  yk  \  +  \  g{xic)  —  g(x)  \\r)\. 
Wir  erzielen  also  in  diesem  Falle  Kenvergenz,  wenn  wir,  vorerst  unter 
Beschränkung  auf  das  Intervall  \x  —  Xq\  <  A,  zwischen  Xf^  und  x  Teil- 
punkte a-j,  a"2,  •  •  •  so  einschalten,  daß  jedes  Tcilintervall  X/,.  —  Xt._i  kleiner 
als  e  ist,  und  dann  e  gegen  Null  konvergieren  lassen.  Für  die  so  entslehendf 
Lösung  ergibt  sich  dann  durch  Multiplikation  der  Gleichungen 

(b)     yt-  r=  yt—i  (1  +  {Xk  —  Xk-i) g{xk—i))      (*    1,2  ...  „) 
und  Übergang  zur  Grenze  im  Punkte  x  —  x,,  der  Wert 

(:;:)     y  ^-  F{x,  yo)  =  //o  um  /7  (1  +  {Xk  —  xt^i)  gixk-  1)). 
f->0  ii-    1 

Die  Erweiterung  auf  das  ganze  Intervall    x  —  a'o    <a  erfolgt  dann  wie 

im  allgemeinen  Falle. 

Die   Analogie    des    Grenzausdrucks     auf    der    rechten    Seite    der 

Tileichung  (*)  mit  dem  zur  Definition  des  bestimmten  Integrals  dienenden 

Grenzwert  einer  Summe  (siehe  oben  S.  8)  fällt  in  die  Augen.   Wir  wollen 

daher  setzen 

I     (1  +  g{x)dx)  =  liin  77  (1  +  {Xk  —  Xk-i)  g{xk-i)), 

wobei  das  Zeichen  /  ^)  ähnlich  an  das  Produkt  11  erinnern  soll,  wie  das 
gewöhnliche  Integralzeichen  /'  an  die  Summe  Z.    Freilich  kann  das  ein- 

geführte  Symbol  in  diesem  Falle  dm*ch  den  Ausdruck  e  '^  ersetzt 

werden;  wir  werden  aber  später  eine  Verallgemeinerung  kennen  lernen, 
wo  eine  solche  Zurückführung  auf  bekannte  Zeichen  nicht  mehr  möglich  ist. 
Hier  wollen  wir  nur  noch  den  besonderen  Fall  anmerken,  wo  g{x) 
den  konstanten  Wert  1  besitzt.  Teilen  wir  dann  das  Intervall  {Xq  .  :  .  x) 
in  n  gleiche  Teile  und  lassen  n  ins  Unendliche  wachsen,  so  ergibt  sich 


(1  +  rfx)  =  hmjl  +      ^    "j  , 


also  die  übliche  Definition  der  Exponentialfunktion  e'—^f. 

Zum  allgemeinen  Falle  der  Gleichung  (10)  zurückkehrend,  wollen 
wir  noch  untersuchen,  wie  die  Lösung  dieser  Gleichung  von  Parametern 


1)  Wir  lesen  es:  Produktintegral. 

Schlesinger,  Differentialgleichungen. 
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a,  /5,  .  .  .  abhängt,  die  in  /(x,  y)  auftreten  mögen.  Es  sei  also  j{x,  y)  eine 
stetige  Funktion  von  gewissen  Parametern  a,  ß.  .  .  ..  was  wir  in  der  Be- 
zeichnung f(x,y',  a,  ß^  .  .  .)  zum  Ausdruck  bringen,  und  es  möge  auch 
vom  Anfangswerte  ?/o  das  gleiche  gelten.  Wird  dann  das  Wertesystem 
{x,  y,  a,  ß,  .  .  .)  auf  einen  Bereich  5  beschränkt,  innerhalb  dessen  die  stetige 
Funktion /(a;,  ?/;  a, /9,  .  .  .)  noch  der  Lipschit  z sehen  Bedingung  in  bezug 
auf  ?/ genügt,  so  behaupten  wir,  daß  die  Lösung?/  =  F(a;,  i/o),  die  ja  jetzt 
als  Funktion  F{x,  a,  ß,  .  .  .)  erscheint,  auch  eine  stetige  Funktion  von 
a,  j?,  .  .  .  sein  wird.  Es  sei  nämlich  a\  ß\  .  ■  .  ein  Wertesystem  der  Para- 
meter, das  dem  Bereich  B  angehört,  und  für  das  ja'  —  cl\i\  ß'  —  ß  \i  •  ■  ■ 
kleiner  als  d  sind,  ?/,',  der  diesem  Wertesystem  entsprechende  Anfangswert, 
und?/'  =  F{x,  a',  ß\  .  .  .)  das  zugehörige  Integral.  Dann  hat?/'  —  (?/',  —  z/o) 
für  X  =  Xq  den  Anfangswert  y^  und  befriedigt  die  Differentialgleichung 

dy 

/^  =  f{x,y;a.ß,  ■  ■  ■) 

bis  auf  den  Fehler 

fix,  y' ;  a',  ß\  •  ■  ■)  —  f{x,  y'  —  {y[,—  y^) ;  a,  ß.  ■  ■  •). 
der  nach  unseren  Voraussetzungen  mit  Ö  beliebig  klein  gemacht  werden 
kann.    Es  kann  folglich  nach  unserer  Bemerkung  auch  der  Unterschied 
zwischen  y'  —  (?/,',  —  y^)  und  y  und  demnach  auch  die  Differenz  \y'  —  y\ 
mit  ö  beliebig  klein  gemacht  werden. 


5.  Yerallgemeinerung  auf  ein  System  von  Ditferentialgleichongen 
erster  Ordnung.     Differentialgleichung  n*"  Ordnung. 

Wir  wenden  uns  nun  zu  dem  Falle  eines  Systems  von  n  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  und  denken  uns  auch  hier  die  dieses  System 
darstellenden  Gleichungen  (8)  der  Nr.  2  (S.  5)  in  bezug  auf  die  Ableitungen 

-y   ,  . . .,     ,     aufgelöst,  so  daß  also  Gleichungen  von  der  Form 

.^         dy) 

vorliegen.  Die  Übertragung  der  in  den  Nrn.  3  und  4  durchgeführten 
Betrachtung  auf  diese  allgemeinere  Aufgabe  bereitet  keinerlei  grund- 
sätzliche Schwierigkeiten,  so  daß  wir  uns  damit  begnügen  können,  das 
für  das  System  (13)  geltende  Ergebnis  auszusprechen: 

Es  sei  B  ein  Bereich  im  Gebiete  der  reellen  Veränderlichen  x,  y^, . . .,  yn, 
innerhalb  dessen  die  Funktionen  /^  stetig  und  beschiänkt  sind.  Es  mögen 
ferner  die  Lipschitzschen  Bedingungen  bestehen,  d.  h.  es  seien  positive 


T).  Verallgemeinerung  auf  ein  System  v.  Differentialgleichungen  erster  Ordnung.        J9 

Konstanten  N-i 7V„  vorhandon  dorart,  daß  für  irgend  zwei  Punkte 

(a:,  J/i,  •  •  •,  y„)  und  (x,  y[,  .  .  .,  y,',)  von  i? 

n 

(14)     1  fx{x,  ?/i,  •  •  •,  y„)  \  —  /A(a;,  yi,  •  •  •,  ?/,',)  \  <  Ni  Z\yi--yi\ 

i=  1 

ist.  Ist  dann  {Xq,  y^y\  .  .  .,  y''^^)  irgendein  Punkt  von  ß,  so  besitzt  das 
System  (13)  stets  ein  System  von  Lösungen 

yx  =  Fi{x;  Xq,  2/f ,  •  •  •,  yi?^),  (;.=.!, 2 n) 

die  für  x  =  oJq  die  Anfangswerte  y^  =  y^^"*  annehmen  und  stetige  Funk- 
tionen der  Werte  x,  Xq,  y^^\  .  .  .,  y^^'>  sind.  Dieses  Lösungssystem  ist  durch 
die  Angabe  der  Anfangsworte  eindeutig  bestimmt. 

Wir  bemerken,  daß  die  Lipschitzschon  Bedingungen  (14)  in  einem 
konvexen  Bereiche  5  ^)  stets  erfüllt  sind,  wenn  die  Funktionen  /^  in  bezug 
auf  die  yi,  ■  ■  ■,  yn  beschränkte  partielle  Ableitungen  besitzen. 

Spezialisieren  wir  dieses  Resultat  auf  den  Fall  einer  Differential- 
gleichung n-ter  Ordnung 

/     dy  d^y  d-y\ 

^V'dx'dx^'--  ■'  dx^r 
aus  der  wir  uns  wieder  die  n-te  Ableitung  in  der  Form 

^^^^  dx'*~'\'^'dx'---'dx'^-^) 

ausgerechnet  denken  wollen,  so  ist  diese  Differentialgleichung  dem  Systeme 


(15a) 


dy 
dx 

=  yii 

dyi 

dx 

2/2 

• 

•     M 

dyn-2 
dx 

dyn-i 
dx 

=  /(x, 

y^ 

2/1. 

2/2> 

■  ■  -^yn 

2/n-l, 


von  n  Differentialgleichungen  äquivalent  (vgl.  Nr.  2,  S.  4).  Nach  dem  oben 
für  ein  solches  System  ausgesprochenen  Satze  gibt  es  also  ein  System  von 
Funktionen 


?/,  2/i,  2/2'  •  •  •'  2/"-i. 


das  für  X  =  Xq  die  Werte 


—  «<'^)  Ol     ,  —  !/("— ^' 


2/  =  2/0'  2/i  =  y'o^  2/2  =  Vo^  •  •  •'  2/«-i  =  yo 
annimmt,  in  der  Nähe  von  Xq  stetig  ist,  dem  Systeme  von  Differential- 
gleichungen (15a)  Genüge  leistet  und  durch  diese  Eigenschaften  eindeutig 
bestimmt  ist,  vorausgesetzt,  daß  die  sonst  willkürlich  zu  wählenden  reellen 
Anfangswerte 

^0'  2/oi  Vot  •  •  -1  Vo 


^)  Ein  Bereich  jB  heißt  konvex,  wenn  er  mit  zwei  Punkten  auch  alle  Punkte 
ihrer  geradlinigen  Verbindungsstrecke  enthält. 


9* 
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einem  Bereich^  B  angehören,  innerhalb  dessen  die  Funktion 

stetig  und  beschränkt  ist  und  der  Lipschitz  sehen  Bedingung  genügt. 

Die  Differentialgleichung  n-ter  Ordnung  (15)  besitzt  folglich  ein  und 
nur  ein  eindeutiges  und  stetiges  Integral,  das  für  x  =  X(^  den  Wort  y^  an- 
nimmt und  dessen  n  —  1  erste  Ableitungen  ebenfalls  für  x  =  Xq  die  "Werte 
y'oi  y^u\  ■  ■  1  y^o~~^^  annehmen.    Für  ein  festes  r^  und  willkürliche 

ist  dieses  Integral  das  allgemeine ;  das  allgemeine  Integral  einer 
Differentialgleichung  n-ier  Ordnung  hängt  demnach  von  n 
willkürlichen    Konstanten    ab. 

Auf  Grund  der  in  den  drei  letzten  Nummern  angegebenen  Resultate 
können  wir  jetzt  die  in  der  Theorie  der  Differentialgleichungen  zu  lösende 
Aufgabe  schärfer  fassen.  An  Stelle  der  allgemein  gehaltenen  Aufgabe, 
die  sämthchen  Funktionssysteme  zu  finden,  die  ein  gegebenes  System 
von  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  befriedigen,  setzen  wir  die 
folgende: 

Es  ist  dasjenige  Funktionssystem  zu  bestimmen,  das 
einem  gegebenen  Systeme  von  Differentialgleichungen  Ge- 
nüge leistet  und  gewisse vorgeschriebeneAnfangsbedingungen 
erfüllt,  und  zu  erforschen,  wie  dieses  Funktionssystem  von 
der  unabhängigen  Variabein,  den  gegebenen  Anfangswerten, 
und  von  den  in  den  Koeffizienten  eventuell  noch  auftreten- 
den   Parametern  abhängt. 

Für  das  System  homogener  linearer  Differentialglei- 
chungen, das  eine  Verallgemeinerung  der  linearen  Differentialgleichung 
(a),  S.  16,  darstellt 

-^  =  2/i«ii  +  ?/2«2i  +  ■  ■  ■  +  y„an\. 


(I) 


dyn 
dx 


2/l"l-,  +  2/202,.   + \-  2/«a 


wo  die  a^i-  (i,  /c  =  1,  2,  .  .  .  n)  Funktionen  von  j  sind,  haben  wir  zur  Be- 
stimmung des  Lösungssystems,  das  für  x  =  Xq  die  Anfangswerte 
i/j  =  y^^\  ■  ■  -lyn  =  2/,V'*  annimmt,  das  System  von  Differenzengleichungen 


(11) 


y[' 


yf 


(0), 


-yT=  i^i-'^o)^^yT\,M 


y\''  - 


-  (a-. 


(      1.: 
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Wenn  die  Funktionen  a,^  von  ;r  für  \x  —  Xq\  <a  stetig  und  beschränkt 
sind,  I  Ojj  I  <  M,  so  sind  die  Lipschitzschen  Bedingungen  (14)  wieder 
von  selbst  erfüllt,  wenn  man  alle  A^^  gleich  M  annimmt.     A  bedeute  die 

1 
kleinere  der  beiden  Größen  a  und   _=-  ,   und   es   sei  \  x  —  Xq  |  <  A;  wir 

Mn 

wählen  ferner  Xq  <  x^  <  x^  <  •  ■  •■    Es  ist  dann 

^r    yji'   <  ;  1  +  n  M{x,  -  xo) )  i^   yi«)  I , 

^i     yf  I  <  {  1  +  nM{x,-x,)  }  ^f     yi^'  '  . 

also 

(III)      f  j  y[^)  i  <  Ä   11  +  nM{x,-~x,-i)\    r      yf  | 

k^l  11^1  t=l 

und  mit  Rücksicht  auf  1  +  a  <  e"  für  a  >  0, 

(lila)  /JyirM<6     '    "^      ,£  ^*"^     • 

Diey^"^ y^^")  bleiben  also  unterhalb  einer  angebbaren  Schranke,  solange 

die  a,t  selbst  beschränkt  sind. 

Wir  definieren  nun  n  Funktionen  t]/,.  =  <Pk{x)  so,    daß  zwischen  x. 
und  x^^i 

(*)       y]k  —  yk^  =  i^~^v)  ^  y^^dikM     (*=i.2....,r.) 

ist.    Dann  befriedigen  die  r)k  das  Differentialsystem 


(I*)  ^=      ^    ^/irtuC^)   +-A-  (t     1.2,...,n), 

wo  in  dem  Intervall  (x^  .  .  .  x,^_|.i) 


4.  =   ^  ^/."^  «u-  M  —  ^m  «/.fc  (^) 

>.=i  ;.  =  ! 

ist.    Nun  ist  aber 

n 
'  -^fc  1   ^      ^  t  ^Z-i"^  —  ^A  I  I  «U   (^v)      +      a^fc   (a^v)  —  tt/i-  (^)        ^i    1  ' 

also  mit  Rücksicht  auf  (*)  und  auf  |  a^j.  (.c)  |  <  M 

n  n 

;  Ji  I  ^  {x—xJnM''   ZI  yT    +    ^  j  «u-C^v)  —  o-u^x)       r\i   ■ 

Aus  den  Ungleichungen  (III)  und  aus  der  Stetigkeit  der  a^^  (^)  folg^  jetzt, 
daß  die  I  J^  |  <  £  gemacht  werden  können,  indem  man  x,^+i  —  x,^  l^i^i- 
reichend  klein  wählt.  Indem  man  also  die  x^,  Xg,  •  •  •  hinreichend  eng  an- 
einander rückt,   kann  man  bewirken,   daß   die  Funktionen   7]^  =  fpA^) 
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das  System  (I*)  mit  j  Jj  |  <  £  befriedigen;  d.  h.  diese  Funktionen  genügen 
dem  System  (I)  bi^  auf  einen  Fehler,  der  kleiner  ist  als  e. 

Hat  man  nun  zwei  Funktionssysteme  ?y|.,  r]',.  mit  denselben  An- 
fangswerten für  cc  =  3f,,  die  das  System  (I)  bis  auf  einen  Fehler,  der 
kleiner  als  £  ist,  befriedigen,  d.  h.  ist 

^'  =  Erii  aki{x)  +  4k.      %  =  Eriian{x)  +  ./t,  e^   i.^,--,') 

dx  /  =  !  '  dX  ;.  =  i' 

drijc     dn^ 
80  folgt  durch  Integration,   die  ja  trotz  der  Unstetigkeit  der      —  , 

dx     dj 

an  den  Stellen  a;i,  x^^  .  .  .  erlaubt  ist, 

1  rik  —  Tj't  I  <  J7  f  1  aMx)  I  1  r/>.  —  ryi  i  -f  !  J;-  —  ^i  \\  dx. 

Bedeutet  dann  yi,  die  obere  Schranke  der  Differenzen  1  r;^  —  ?yi  |  in  dem 
Intervall  {Xq  .  .  .  Xq  -\-  A),  so  haben  "wir 

fjL  <  j  {Mrifj,-^  2e)dx, 

also  da  ^  <  n  M  sein  sollte, 

2eA  fx  2A 

^  ^  1  —  hWa'     e       i~nMA  ' 

d.  h.  die  Unterschiede  r;( —  rjk  werden  mit  e  beliebig  klein  und  zwar  so, 

daß  für  ein  gegen  Null  abnehmendes  s  die  Grenzwerte      unterhalb 

einer  angebbaren  Größe  bleiben. 

Daraus  folgt  nun,  daß  sich  die  >;,.  =  q)k  (x)  mit  Verkleinerung  der 
Abstände  zwischen  den  Punkten  Xq,  Xj,  .  .  .  bestimmten,  stetigen  Grenz- 
funktionen 

yk  =  lim  (pk{x) 

e—f-O 

gleichmäßig  annähern,  von  denen  man  (wie  oben  in  den  Nrn.  3  und  4) 
leicht  zeigt,  daß  sie  dem  System  (I)  genügen,  fiu'  x  =  Xq  die  vorgeschrie- 
benen Anfangswerte  annehmen  und  durch  diese  eindeutig  bestimmt  sind. 
Die  Fortsetzung  über  das  ganze  Intervall  \x  —  Xq\  <  a  bereitet  jetzt  keine 
Schwierigkeiten  und  wir  haben  also  den  Satz : 

Innerhalb  eines  Intervalls  der  a;-Achse,  wo  die  flik(')  stetig  und 
beschränkt  sind,  hat  das  durch  das  Cauchy-Lipschitzsche  Verfahren 
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bestimmte  Lösungssystein  ?/i,  •  ••,  Hn  der  linearen  homogenen  Difforontial- 
gleichungcn  (I)  keine  singulare  Stelle. 

Eine   eingehendere   Untersuchung  der  durch  ein   System    (I)   defi- 
nierten Funktionen  wird  an  späterer  Stelle  gegeben. 


(■).  Heispiel  aus  der  aiuilytischen  Mechanik*). 

Die  Art  und  Weise,  wie  man  sich  die  Auflösung  einer  Differential- 
gleichung zu  denken  hat,  wird  vielleicht  am  deutlichsten  hervortreten, 
wenn  wir  zunächst  für  ein  Beispiel  diese  Auflösung  zu  geben  suchen.  Wir 
wählen  hierzu  ein  Problem  der  analytischen  Mechanik,  um  zu  zeigen,  daß 
gerade  die  angegebene  Fassung  des  Integrationsproblems  auch  diejenige 
ist,  die  gewählt  werden  muß,  wenn  es  sich  darum  handelt,  den  Verlauf 
einer  Bewegung  auf  Grund  der  diese  Bewegung  charakterisierenden  Diffe- 
rentialgleichungen zu  beschreiben. 

Bedeutet  cp  den  Winkel,  den  ein  einfaches  (in  einer  Ebene  schwin- 
gendes) mathematisches  Pendel  von  der  Länge  /  zur  Zeit  /  mit  der 
Vertikalen  einschließt,  so  genügt  <p  nach  den  Lehren  der  Mechanik  der 
Differentialgleichung 

(16)  5  =  - !  ^'"  ''• 

wo  g  die  Konstante  der  Gravitation  bedeutet.    Diese  DifTerentialgleichung 

ist  von  der  zweiten  Ordnung;  zur  völligen  Bestimmung  eines  Integrals 

dtp 
hat  man  demnach  als  Anfangsbedingungen  die  Werte  von  (p  und  — 

zu  einer  bestimmten  Zeit  anzugeben.  Man  muß  also,  um  die  Bewegung  des 
Pendels  völlig  zu  bestimmen,  die  Lage  des  Pendels  und  die  Winkelge- 
schwindigkeit des  pendelnden  Punktes  in  einem  Zeitmomente  kennen. 

Das  Pendel  möge  sich  zur  Zeit  t  =  0  gerade  in  der  Vertikalen  befin- 
den, und  in  diesem  Momente  sei  die  Winkelgeschwindigkeit  gleich  Vq, 
dann  haben  wir  also  die  Anfangsbedingungen 

(17)  <p  =  0,    "^f  =^V    für  i^O. 

dcp 
Multipliziert  man  beide   Seiten  der  Gleichung   (16)   mit   2       ,  so 

erhält  man 


d 
dt 


d^Y 
dt  I 


2g  d  cos  (p 
l       dt      ' 


1)  Vergl.  Durege,   Elüptische  Fimktionen,   (1862),   3.  AuH.  (1878).   S.  11  ff.; 
Kirchhoff.  Mechanik,  (1876),  S.  18  ff. 


24       Erstes  Kapitel.     Einleitendes  über  Differentialgleichungen  im  reellen  Gebiet, 
und  indem  man  auf  beiden  Seiten  nach  t  integriert, 

(18)  '       \  dt)  ^   l   ^^^^  ^  ~  ^°^  '^^' 

wo  a  die  Integrationskonstante  bedeutet.  Setzen  wir  i  =  0,  so  ergibt  sich 
zufolge  der  Anfangsbedingungen  (17) 

,       2s, 
Vq  =       (1  -^cos  a) 

woraus 

(19)  cos  a  =  1  — 2a  • 

Hieraus  können  wir  schon  einen  Schluß  ziehen,  der  die  -\rt.  wie  der 
Verlauf  der  Bewegung  von  der  Wahl  der  Anfangsbedingungen  abhängt, 
hervortreten  läßt.    In  der  Tat  ist: 

f  iir   Ivl  <  2g,  I  a  I  <  'J 

.,     2g  <  li>l  <  4g,  1  a  I  >  2^ 
,,     li>l  >  4g,  a  imaginär. 

Wenn  a  reell  und  |  a  |  ^  :;r  ist,  so  haben  wir  für  <p  =  +  a 

dcp  d^w 

^^  =  0,     sgn  ^-^  =  —  sgn  (i  a)  1), 

die  Funktion  q)  von  t  nimmt  also  fiir  9?  =  ±  a  einen  extremen  Wert 
(Maximum  oder  Minimum)  an.  D.  h.  wenn  a  reell  ist,  oder,  wenn  Iv'^, 
die  sogenannte  Zentrifugalkraft  zur  Zeit  des  Durchgangs  durch  die 
Vertikale,  t  =  0,  nicht  größer  ist  als  die  vierfache  Schwere,  schvs-ingt  das 
Pendel  zwischen  zwei  Extremlagen  hin  und  her,  und  zwar  bleibt  es  unter- 
halb der  durch  den  Aufhängepunkt  gehenden  Horizontalen,  wenn  die 
Zentrifugalkraft  im  Momente  t  =  0  kleiner  ist  als  die  doppelte  Schwere, 
während  es  sich  im  entgegengesetzten  Falle  über  diese  Horizontale  erhebt. 
Wenn  a  imaginäi'  ist,  d.  h.  wenn  die  Zentrifugalkraft  zur  Zeit  des  Durch- 
gangs durch  die  Vertikale  größer  ist  als  die  vierfache  Schwere,  schwingt 
das  Pendel  im  ganzen  Kreise  herum,  da  in  diesem  Falle  eine  Extremlage 
nicht  existiert. 

Lassen  wii-  den  letzteren  Fall  beiseite,  beschränken  uns  also  auf  das 
hin  und  her  schwingende  Pendel,  so  folgt  aus  (18) 

^  V  cos  q)  —  cos  a 

>J  Durcii  sgn  «  l)i'iCi-iiluu'ii  wir  in  üblicher  Weise  das  Vorzeichen  einer 
reellen  Größe  «. 
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ilso  durch  Integration  und  mit  Rücksicht  auf  die  Anfangsbedingungen  (17) 

(==)/,'  r    '''''    • 

^S  ^'     I  cos  w  —  cos  a 

II  ' 

oder  wenn  wir  durch  die  Gleichung 

sin  ^  q>  -'-  X  sin  l  a 
eine  neue  Integrationsvariable  x  einführen  und  überdies 

sin  },  a  =  k 
setzen, 

dx 
i  '^  J    1  (1  —  x^)  {i  —  k^  x^)' 


'Vf-  f 


Das  hier  auftretende  Integral  ist  ein  elliptisches;  wir  werden  an 
späterer  Stelle  (Nr.  29)  zeigen,  daß,  wenn  in  der  Gleichung 

r^  dx 

"'  "  j    V{1  —  x^)Ti  —  k^  x^ ) 

a;  als  Funktion  von  u  aufgefaßt  wird,  diese  Funktion  eine  f  ür  jeden  Wert 
von  u  eindeutige  ist.    Man  bezeichnet  diese  Funktion  nach  Jacob i  als 

X  —  sinam  u 
und  sagt,  sie  gehöre  zum  Modul  /c,  was  man  auch  in  der  Bezeichnung 
hervortreten  lassen  kann,  indem  man 

X  =  sinam  (u;  niod  k) 
schreibt.    Wir  finden  also 


sm  2 

x  ==  =  sinaii 

a 
sm^ 


i  U  ('  .  ;  tnod  sin  s  1, 


und  hieraus  für  (p  den  expliziten  Ausdruck 


(p  =  2  arc  sin 


sin  .-,  •  smam 


U  I'  .  ;  mod  sinr)  j  h 


der  uns  <p  als  Funktion  der  unabhängigen  Variabein  t,  des  Anfangswertes 
Vq  (mit  dem  a  durch  die  Gleichung  (19)  verknüpft  ist)  und  endlich  des  in 
den  Koeffizienten  der  Differentialgleichung  auftretenden  Parameters  l 
(der  Pendellänge)  charakterisiert. 

Wir  können  aus  diesem  Beispiele  aber  noch  eine  Einsicht  gewinnen, 
die  für  die  ganze  Richtung  unserer  weiteren  Studien  von  entscheidendem 
Einflüsse  sein  wird.  Die  Geschichte  der  Wissenschaft  lehrt,  daß  eine  voll- 
ständige Erkenntnis  der  Eigenschaften  der  Funktion  sinam  ii  nur  dadurch 
erlangt  werden  konnte,  daß  man  diese  Funktion  für  komplexe  Werte 
der  Veränderlichen  u  studierte.     In  der  Tat  besitzt  diese  Funktion,  wie 
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Abelund  Jacobi  gezeigt  haben,  für  reelle  Werte  von  a  stets  eine  reelle  und 
eine  imaginäre  Periode,  und  nur  auf  Grund  dieser  Eigenschaft  (der  soge- 
nannten doppelten  Periodizität)  gelang  es  Jacobi,  eine  Darstellung  jener 
Funktion  in  der  Form  des  Quotienten  zweier  beständig  konvergenter 
Reihen  zu  finden,  die  für  die  Wertberechnung  in  hervorragender  Weise 
geeignet  ist.  Was  nun  für  die  einfache  Differentialgleichung  (16)  gilt, 
wird  auch  für  kompliziertere  Differentialgleichungen  gültig  bleiben;  man 
wird  eine  tiefere  Einsicht  in  die  Natur  der  Integralfunktion  nur  dann 
gewinnen  und  für  die  Wertberechnung  brauchbare  Darstellungen  dieser 
Funktion  nur  dann  geben  können,  wenn  man  die  Veränderlichen  nicht 
auf  reelle  Werte  beschränkt.  Wir  werden  darum  im  folgenden  die  durch 
Differentialgleichungen  verknüpften  Veränderlichen  als  komplexe  Ver- 
änderliche auffassen  und  von  diesem  Standpunkte  aus  zunächst  in  eine 
systematische  Entwicklung  der  Eigenschaften  der  durch  eine  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung  von  der  Form  (lö)  Nr.  3  (S.  6)  defi- 
nierten Funktionen  eintreten. 


Zwei  tos   Kiipilcl. 

Allgemeine  Uiitersuchung 

der  Lösungen  von  Diirerentialgleicliungen 

erster  Ordnung. 


7.  Differentialgleichungen  ersteiv  Ordnung  für  komplexe  Werte 

der  Veränderlichen. 

Aufstellung  einer  Potenzreihe,  die  der  Differentialgleichung 

formal  genügt. 

In  der  Differentialgleichung 

werde  x  als  komplexe  Variable  aufgefaßt.  Dann  genügt  es  nicht,  wie  in 
dem  Falle  eines  reellen  x,  die  Funktion  f{x,  y)  als  stetige  und  beschränkte 
Funktion  von  x  und  y  aufzufassen,  wir  werden  vielmehr  annehmen  müssen, 
daß  f{x,y)  eine  monogene  (analytische)  Funktion  der  beiden 
komplexen  Veränderlichen  x,y  sei. 

Es  möge  {Xq,  y^)  ein  Wertepaar  der  komplexen  Variabein  x^  y  be- 
deuten, in  dessen  Umgebung  f{x,  y)  eindeutig,  endlich  und  stetig,  oder 
wie  wir  (dem  Sprachgebrauche  der  französischen  Analysten  folgend) 
sagen  wollen,  holomorph  ist;  dann  ist  /(x,  y)  in  dieser  Umgebung, 
d.  h.  für 

\x  —  XQ\^a,  \y  —  yo\^b, 
nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  x  —  Xq,  y  —  y^  entwickelbar : 
f{x,  y)  =  Aoo  +  ^io(a^  —  ^o)  +  '4oi(2/  —  yo)  +  ^20(3;  —  Xq)^ 

+  All  (x  —  ^0)  iy  —  Vo)  +  ^oa  iy  —  yo?  +  •  •  •, 

und  die  Koeffizienten  dieser  Reihe  sind  nach  dem  Taylor  sehen  Satze 
durch   die   Gleichungen 

^00  =  /(^o,  2/0),  ^10  =  [dx).^,y:  ^''  ^  \dy).„,y:  ^^=  2  [dx^Uy:  •  ■  • 

bestimmt. 

Es  entsteht  nun  die  Frage,  ob  es  eine  Lösung  der  Differentialgleichung 
(1 )  gibt,  die  fÜT  x  =  Xq  den  Wert  y  =  yo  annimmt,  und  die  in  der  Umgebung 
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von  X  =  Xo  holomorph,  d.  h.  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  x  —  x^ 
entwickelbar  ist.    Wir  setzen 

y  =  yo  +  Ci(a;  —  Xq)  +  c^ix  —  Xq)'^  +  •  •  ■ 
in  die  Differentialgleichung  ein  und  versuchen  zunächst,  ob  sich  die  Koeffi- 
zienten dieser  Reihe  so  bestimmen  lassen,  daß  sieder  Differentialgleichung 
formal  Genüge  leistet. 

Der  Einfachheit  wegen  setzen  wir 

x  —  Xq  =  ^,  y~  .vo  =  >?, 
dann  wird 

dy       dtj 
dx^  d$' 

/{^,  y)  =  /(l  +  ^o^v  +  yo)  =  <pi^^  v)^ 

und  ^(1,  rj)  ist  in  der  durch  die  Ungleichungen 

1 II  ^  a,  \ri\^b 
definierten  Umgebung  der  Stelle  |  =  0,  ry  =  0  in  der  Form 

darstellbar.    Die  Differentialgleichung  (1)  verwandelt  sich  in 

(2)  ^  =  9^(1,  Vh 

und  wir  haben  die  Koeffizienten  der  Reihe 

r/  =  Ci  I  +  C.^  |2  _j_  ^3  t3  _|_    .  .  . 

so  zu  bestimmen,  daß  sie  die  Differentialgleichung  (2)  formal  befriedigt. 
Wir  bilden,  indem  wir  gliedweise  differentiieren, 


dt 


dann  muß 


(3)      C1  +  2C2I  +  3C3I24-  ...  =  2"   rAa.|Mcil  +  c,«+  ...y 

sein.    Denken  wir  uns  die  auf  der  rechten  Seite  stehende  Reihe  nach  Po- 
tenzen von  I  geordnet: 

<P(I,  >?)  =^  ^'o  +  9'i  I  +  <P2 1'  +  •  •  •. 
so  sind  die  Koeffizienten  <^\,  aus  den  A^^  und  den  c^,  allein  durch  die  Opera- 
tionen der  Addition  und  Multiplikation  zusammengesetzt,  und  zwar  ist 
offenbar  </  0  von  den  q.  ganz  unabhängig,  während  q.\  nur  von  c^.  </ ,  nur  von 
Cj,  C2,  allgemein  7  v  nur  von  den 

Cj,  Cg,  .  .  .,  Ck 

abhängt.    Wir  setzen  darum  der  Deutlichkeit  wegen 
<Pv  =  «j3u(Ci,  Ca,  .  .  .,  c,). 
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Aus    (3)    folgt    dann 


(4) 


1  1 

1 


so  daß  also  jedes  c^.  durch  die  vorhergehenden  in  eindeutiger  Weise  bestimmt 
ist.    Die  mit  diesen  q.  gebildete  Reihe 

(5)  ia-^'- 

befriedigt  formal  die  Differentialgleichung  (2);  es  handelt  sich  nun  noch 
um  die  Frage  ihrer  Konvergenz. 

Das  hier  eingeschlagene  Verfahren,  die  Koeffizienten  einer  Reihe 
so  zu  bestimmen,  daß  diese  Reihe  einer  vorgelegten  Differentialgleichung 
genügt,  wurde  schon  von  den  Analysten  des  achtzehnten  Jahrhunderts 
vielfach  angewandt  und  als  die  Methode  der  unbestimmten  Koeffi- 
zienten bezeichnet.  Nur  hielten  jene  Analysten  dadurch  das  Problem 
der  Integration  für  erledigt,  indem  sie  nicht  bezweifelten,  daß  ein  wohl- 
bestimmter analytischer  Ausdruck  auch  stets  einen  Sinn  habe. 

Nun  werden  wir  in  den  nächsten  Nummern  beweisen,  daß  die  formal 
hergestellte  Reihe  (5)  stets  in  einer  gewissen  Umgebung  von  ^  =  0  kon- 
vergiert, wenn,  wie  wir  vorausgesetzt  haben,  die  Funktion  f/;(|,  t])  in  der 
Umgebung  von  |^  =  0,  »^  =  0  holomorph  ist.  Es  ist  aber  keineswegs  über- 
flüssig, die  Frage  der  Konvergenz  zu  erörtern,  weil  es  vorkommen  kann, 
daß  eine  Differentialgleichung  formal  durch  eine  nach  positiven  ganzen 
Potenzen  der  unabhängigen  Veränderlichen  fortschreitende  Reihe  be- 
friedigt wird,  und  daß  diese  Reihe  trotzdem  für  keinen  von  Null  ver- 
schiedenen Wert  dieser  Veränderlichen  konvergiert.  Wii'  zeigen  dies  an 
dem  auch  historisch  bemerkenswerten  Beispiel  der  Differentialgleichung 

(I)  x^f^  +  y-.  =  0. 

1 
Hier  ist  /(a;,  y)  =  -^  {x  —  y)  in  der  Umgebung  von  x  —  0,  y  —  0  nicht 

holomorph;  es  läßt  sich  aber  trotzdem  eine  Reihe  von  der  Form 

2/  =  Ci  X  +  Cg  a-2  +  •  •  • 

formal  so  bestimmen,  daß  sie  die  Differentialgleichung  (I)  befriedigt. 
In  der  Tat  findet  man  nach  der  Methode  der  unbestimmten  Koeffizienten 
ohne  weiteres 

Ci  =  1,  Ci  +  fg  =  0.  2  ^2  -f  Cg  =  0,  3  cg  +  C4  =  0 

also 

q  =  1,  C2  =  —  1,  C3  =  2!,  C4  =  —  3!,  .  .  . 
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und  somit  für  y  die  Reihe 

t/  =  a;  —  x2  +  21  x3  —  3!  X*  +  •  •  •, 

die  offenbar  für  jeden  von  Null  verschiedenen  Wert  von  x  divergiert  ^).  — 
Die  Frage,  welche  Bedeutung  man  solchen  divergenten  Reihen  beilegen 
kann,  wird  uns  später  beschäftigen,  vorerst  wenden  wir  uns  zur  Untersuchung 
der   Konvergenz  unserer   Reihe   (5). 


8.  Konvergenz  der  autgestellten  Reihe. 
Calcul  des  liniites. 

Die  Untersuchung  der  Konvergenz  der  Reihe  (5)  scheint  auf  den 
ersten  Augenblick  ziemlich  kompliziert,  da  ihre  Koeffizienten  einem  nicht 
leicht  zu  übersehenden  Gesetze  gehorchen.  Es  ist  aber  Cauchy,  der  diese 
Art  der  Fragestellung  systematisch  eingeführt  hat,  gelungen,  diese  Unter- 
suchung in  äußerst  einfacher  Weise  zu  erledigen,  indem  er  sich  einer  Methode 
bedient,  die  er  als  calcul  des  limites  (Rechnung  mit  Grenzen)  be- 
zeichnet, und  die  seitdem  in  allen  Zweigen  der  Analysis,  wo  es  sich  um 
Konvergenzbeweise  für  Ausdrücke,  die  nach  der  Methode  der  unbestimmten 
Koeffizienten  hergestellt  sind,  handelt,  mit  großem  Erfolge  angewandt 
wird. 

Das  Wesen  der  Cauchy  sehen  Methode  besteht  im  folgenden: 
Wir  denken  uns  an  die  Stelle  der  die  Funktion  cf{^,  tj)  darstellenden 
Reihe 


eine  andere  Reihe 


1=0  k=o 


E  E  BxK-e-r]'^=  v(l,  ^) 

JL=o  i=o 


gesetzt,  die  ebenso  wie  die  ursprüngliche  für 

1 II  ^  a,  \r]\^b 
konvergiert,  und  deren  Koeffizienten  B^^.  positive,  reelle  Größen  von  der 
Beschaffenheit  sind,  daß 

Bxk  ^  1  An- 1-  (i,t- 0.  i.s, ...) 

Nach  Poincare  bezeichnen  wir  diese  Beziehung  zwischen  den  bei- 
den Reihen,  oder  zwischen  den  durch  diese  Reihen  dargestellten  Funk- 
tionszweigen 7(1,  tj)  und  yd,  rj)  durch  das  Symbol 

^)  Siehe  zu  diesem  Beispiel  E  u  1  e  r ,  De  seriebus  divergentibus.  Novi  Comm. 
Acad.  Petrop.  5,  1760,  S.  205;  Gauli,  Werke  X,  1  (1917),  S.  382. 
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Wir  betrachten  nun  die  Differentialgleichung 

(6)  ^=V^(|,i)), 
und  setzen  darin  für  i)  die  Reihe  ein: 

(7)  i)  =  yi^  +  r2s"  +  y3l'+  •••• 

Wir  bestimmen  die  y^  so,  daü  diese  Reihe  der  Differentialgleichung 
(G)  formal  Genüge  leistet;  dann  setzen  sich  die  y.,  aus  den  Bi^  offenbar  in 
derselben  Weise  zusammen,  wie  die  c^  aus  den  A^^,  und  da  die  Bi,.  reell  und 
positiv  sind,  werden  die  y,,  ebenfalls  reell  und  positiv  ausfallen.  Da  über- 
dies die  Bii,  nicht  kleiner  sind  als  die  entsprechenden  \  Axk  1,  so  folgt  ferner, 
daß  auch 

yv  ^\  Cv\.  (,.    1, 2,s,."..) 

Es  ist  also,  wenn  wir  die  Poincaresche  Bezeichnung  auch  auf  den  Fall 
von  Reihen,  deren  Konvergenz  noch  nicht  feststeht,  übertragen, 

V=l  C  =  l 

Wenn  nun  bekannt  wäre,  daß  die  für  q  aufgestellte  Reihe  in  einer 
gewissen  Umgebung  von  |  =  0  konvergiert,  so  folgte  hieraus,  daß  auch 
die  Reihe 

r  c,  ^^ 

v  =  l 

in  derselben  Umgebung  von  ^  =  0  konvergent  sei;  und  dies  ist  d'T  Grund- 
gedanke des  calcul  des  limites. 

Die  Wahl  der  Funktion  y){x,  y),  der  sogenannten  Majorante, 
kann  nun  auf  mannigfache  Art  erfolgen.  Wir  geben  zuvörderst  das  klas- 
sische Verfahren  von  Cauchy  ^). 


9.  Konvergenzbeweis  nach  Cauchy. 

Es  sei  allgemein 

<p{^,  Tj)  =  I    I  Anki^  rj^ 

1=0   k  =  o 

eine  im  Gebiete  j  | )  ^  a,  |  ?;  [  ^  6  unbedingt  konvergente  Reihe ;  damn  ist 
95(1,  Y])  in  diesem  Gebiete  eine  holomorphe  Funktion  der  komplexen 
Veränderlichen  |,  rj.      Bedeutet   M  die  obere  Schranke  der  Werte,    die 

^)  A.  L.  Cauchy,  Oeuvres,  I.  Serie.  T.  VII.  Vergl.  BriotetBouquet.  Jour- 
nal de  TEcole  Polyteclmique,  Cah.  36,  S.  136 ff. ;  femer  Picard,  Traite  d'Analyse, 
T.  II,  (1905),  S.  258,  346:  H.  Poincare.  Mecanique  Celeste,  T.  I.  S.  48.  u.  a.  m.;  vgl. 
die  Literaturangaben,  Enzyklopädie  der  mathem.  Wissenschaften,  Bd.  II,  A  4  a, 
S. 201  ff. 
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I  ^(1,  r])\  für  1 1  I  =  a,  I  ry  1  =  i  anzunehmen  vermag,    so  ist  nach  einem 
elementaren  Satz  der  Funktionentheorie  *) 

(8)  1  Au  \  <  -^,  (/.,t   0,1,2,...). 

Wenden  wir  diesen  Satz  auf  die  in  den  vorigen  Nummern  betrachtete 
Funktion  y(|,  rj)  an,  so  ergibt  sich  also 

Die  auf  der  rechten  Seite  stehende  Doppelreihe  konvergiert  offenbar 
für 

1 II  <  a,  \ri\<b 
und  stellt,   da  sie  in  das  Produkt  zweier  geometrischer  Reihen  zerfällt, 
die  Funktion 

M 

(9)  y}{i,  rj)  = 


i^-Di^-i) 


dar.    Dies  ist  die  Cauchysche  Majorante. 

Wir  haben  nun  die  Differentialgleichung  zu  betrachten : 
dl)  ..     s  ^^ 


d^ 


=  V'il,  i))  = 


die  wir  in  der  Form 

1  — 
a 

schreiben.  In  dieser  Form  sind,  wie  man  zu  sagen  pflegt,  die  Veränder- 
lichen getrennt ;  wir  können  also  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  inte- 
grieren, und  finden  so 

i)  —  2^    =  —  M  a  log  ( 1  —  ^j  +  const. 

als  allgemeines  Integral.  Dasjenige  partikuläre  Integral,  das  für  <?  =  0  ver- 
schwindet, ergibt  sich  in  der  expliziten  Form 

WO  die  Quadratwurzel  mit  positivem  Vorzeichen  zu  nehmen  ist.  und  dieses 
Integral  ist  offenbar  in  der  Umgebung  von  I  ==  0  holomorph,  also  durch 
eine  Reihe  von  der  Form 

^)  Caiiciiy  beweist  diesen  Satz  mit  Hilfe  seines  Integrals.  Weierstrali 
hat  einen  elementaren  Beweis  dafür  gegeben.  Siehe  für  eine  Veränderliche  z.  M. 
bei  Knopp,  Kuuktionentheorie  1.  Sammlung  (löschen.  1!U8,  S.  84. 
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»1  =  ri "?  +  y-i "  +  •  •  • 

darstellbar,  dif  iii  einer  gewissen  Umgebung  von  |  —  0  konvergier!  und 
initder  durch  die  Meihodeder  utibcstiniiiilcii  Koeffi/.ienüin  f.'rhaltenen  Reihe 
(7)  übei'eiuöümnit.  Um  den  Radius  des  Konvergenzkreises  genau  zu  be- 
stimmen, suchen  wir  denjenigen  Wert  o  von  ^  auf,  für  den  der  Ausdruck 
unter  dem  Wurzelzeichen 

ist;  wir  finden 

i        -  M 

also  (>  positiv  und  kleiner  als  a.    Da  für  1 1 1  <  a  der  Logarithmus 

los  fl 


a 
holomorph  ist,  konvergiert  die  Reihe  für  i)  jedenfalls  fiu' 

!  1 1<  (?. 

Nach  dem  Prinzipe  des  calcul  des  limites  (Nr.  8,  S.  31)  konvergiert 
die  der  Differentialgleichung  (2)  (Nr.  7,   S.  28)  formal  genügende  Reihe 

'.=1 
ebenfalls  für  Werte  von  >?,  die  der  Ungleichung 

.    '.^'^^ 
Genüge  leisten.     Diese  Grenze  ist  im  allgemeinen  keine  genaue,  d.  h.  die 

Reihe  kann  auch  noch  für  Werte  von  |  konvergieren,  deren  absoluter 
Betrag  größer  ist  als  p;  uns  genügt  es  aber,  nachgewiesen  zu  haben,  daß  die 
aufgestellte  Reihe  allemal  innerhalb  eines  Kreises  konvergent  ist,  dessen 
Radius  eine  stets  positive  nur  von  a,  h  und  M  abhängige  Größe  ist. 
Für  die  der  ursprünglichen  Differentialgleichung  (1) 

genügende  Reihe 

y  =  2/o  +  Cj  (a;  —  Xq)  +  Ca  (a-  —  x^^f  +  •  •  • 
haben  wir  demnach  die  Konvergenzbedingung 

\x  —  Xq\  <  q, 
wobei  noch  hervorzuheben  wä»'e,  daß  der  Ausdruck  q  und  ebenso  der  wahre 
Radius  des  Konvergenzkreises   im  allgemeinen  auch  von  den  Anfangs- 
werten Xo,  2/0  abhängt,  da  ja  Jlf,  a,  b  sich  mit  Xq,  y^  ändern. 

Die  für  y  aufgestellte  Reihe  ist  der  Art  ihrer  Herleitung  nach  als 
solche  eindeutig  bestimmt,  sie  stellt  innerhalb  ihres  Konvergenzbereichs 
ein  den  vorgeschriebenen  Anfangsbedingungen  genügendes,  holomorphes 

Schlesinger,  Diffcrentialg'leichiingeii.  3 
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Integral  der  Differentialgleichung  dar,  und  es  kann  auch  kein  von  diesem 
verschiedenes  in  der  Umgebung  von  x  =  Xq  holomorphes  Integral  der 
Differentialgleichung  geben,  das  für  x  =  Xq  gleich  ?/„  wird,  da  ein  solches 
jedenfalls  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  x  . —  Xq  entwickelbar  sein 
müßte,  und  demnach  die  Koeffizienten  dieser  Entwicklung  mit  den  Ci,  Cj,  .  . . 
übereinstimmen  müßten. 

Wir  haben  also  den  Satz,  den  man  gewöhnlich  als  das  Cauchysche 
Existenztheorem  zu  bezeichnen  pflegt: 

Für  ein  beliebig  gewähltes  System  von  Anfangswerten 
Xo,  J/o:  in  dessen  Umgebung  der  Differentialquotient  von  y 
nach  X  holomorph  ist,  gibt  es  stets  eine  und  nur  eine  in  der 
Umgebung  von  x  ^  Xq  holomorphe  Integralfunktion  y.  dio 
für  X  =  Xq  gleich  y^  wird. 

Eine  Abänderung  der  G au chy  sehen  Majorante  ergibt  sich^),  indem 
man  an  Stelle  von  M  die  obere  Schranke  G  der  |  Ai^  a}'  b'''  \  nimmt.  Die 
Existenz  einer  solchen  oberen  Schranke  folgt  unmittelbar  aus  der  unbe- 
dingten Konvergenz  der  Reihe  ZU Axk^^'  ^*  für  \^  \  =  a,  \  rj  \  =  b. 
die  ja  zur  Folge  hat,    daß  lim  A^^a^b''  =  0  ist.     Man  kann  nun  direkt 

an  Stelle  des  Ca uchy sehen  Ausdrucks  (9) 

als  Majorantc  wählen.    Man  kann  aber  auch  statt  mit  ip^  (|,  »y)  mit 

arbeiten,  was  den  Vorteil  mit  sich  bringt,  daß  die  entstehende  Hilfsdiffe- 
rentialgleichung 

''v-bj-r;:: 


(-ir 


die  der   Anfangsbedingung  i)  =  0  für  |  =  0  genügende   algebraische 
Lösung 

i)  =  b—/b^  —  2Gb      ^  . 

\  a 


1)  Vergl.  für  das  Kolgendi»:   1».  Stack.>i.  .lalucshiMiclit  d.>r  D.  M.-V.  U!  i  1!M7). 
S.  219. 


10.  Singulare  Anfangswerte.  ,^5 

besitzt.  Als  Konvergenzgrenz(!  findet,  man  durch  Nullsotzen  des  Ausdrucks 
unter  dem  Wurzelzeichen 

,  .  ,  ah 

'^1^6  +  2aG' 

eine  Grenze,  die  im  allgemeinen   kleiner  ist,  als  <li(!  sich  bei  Anwendung 
von    %pi  (<^,  ry)  ergebende 

U^l  <a(l— e^-G«)i). 
Die  Majorante  ^^2(^1  '/)  l^ietet  aber  andererseits  den  Vorteil,  daß  man 
bei  ihrer  Anwendung  der  Theorie  der  Funktionen  einer  komplexen  Ver- 
änderlichen ganz  entraten  kann,  so  daß  der  mit  Hilfe  von  tp^k^,  rj)  geführte 
Konvergenzbeweis  auch  für  analytische  Funktionen  (p{$,  r])  der  reellen 
Veränderlichen  ^,  tj  anwendbar  ist. 


10.  Singulare  Anfangswerte.      Die  Ableitung  wird  so  unendlich^ 
daß  ihr  reziproker  Wert  holomorph  bleibt'). 

dy 
Wir  wollen  nun  annehmen,  daß  die  Ableitung       in  unserer  Diffe- 

dx 

rentialgleichung  (1)  in  der  Umgebung  der  Anfangswerte  x  —  x^^y  =  y^ 
nicht  mehr  holomorph  ist. 

Es  sei  zunächst  f{x,  y)  für  a;  =  x-,^,  y  =  yi  unendlich,  aber  so  beschaffen, 

daß  der  reziproke  Wert  „ in  der  Umgebung  dieser  Stelle  holomorph, 

also  in  der  Form 

entwickelbar  ist.    Wir  setzen  dann 

1 

J^y>^  =  ^o(^)  +  A^{x)  ■  {y  —  2/1)  +  Ao{x)  ■  {y  —  y,)^  +  •  •  -, 

wo  also  Aq{x),  Aj^{x),  A^ix),  .  .  .   nach  positiven  ganzen  Potenzen  von 
X  —  Xi  fortschreitende  Reihen  bedeuten,  und  jedenfalls 

Ao{x,)  =  0 

^)  Da  G^M  ist,  ist  d i e s e  Konvergenzgrenze  unter  Umständen  größer  als 
das  durch  die  Cauchysche  Majorante  gelieferte  q. 

2)  Vergl.  für  diese  und  die  folgende  Nummer  Briot  et  Bouquet  a.  a.  0. 
S.  146;  Picard,  Traite  ll  (1905),  S.  367  ff.;  Painleve,  Letjons  sur  la  theorie 
anal,  des  equat.  differ.  (Paris  1897),  S.  19—20;  u.  a.  m. 

3* 


36         Zweites  Kapitel.     Allgemeines  über  Differentialgleichungen  I.  Ordnung. 

ist.  Es  sind  dann  zwei  wesentlich  verschiedene  Fälle  zu  unterscheiden, 
je  nachdem  nämlich  in  der  Reihe  der  Koeffizienten 

Aiix),  Ao(x),  A^ix),  .  .  . 

einer  zu  finden  ist,  der  für  x  =  x-^  einen  von  Null  verschiedenen  Wert  hat, 
oder  nicht.  Im  letzteren  Falle,  wo  alle  Koeffizienten  A^(x)  eine  Potenz 
von  x  —  Xi  als  Faktor  enthalten,  hat  also  f{x,y)  die  Eigenschaft,  für 
X  =  Xi  unabhängig  von  y  unendlich  zu  werden;  es  ist  dann  etwa 

wo  der  reziproke  Wert  von  (p{x,  y)  in  der  Umgebung  von  x  =  x^,  y  =^  y^ 
holomorph  ist.  Der  Punkt  x  =  r,  wird  dann  für  jedes  Integral  der  Diffe- 
rentialgleichung (1)  als  singulärer  Punkt  fungiereri;  wir  lassen  diesen  Fall 
vorläufig  beiseite. 

Es  sei  also  allgemein 

(10)  ^i(Xi)  =  0,  A^{x^)  =  0,  .  .  ..  .4^    .(xi)  =  0, 

oder,  da  ja 


ist,  für  X  =  a'i,  y  =  yi 
gleich  Null,  aber 


dy\f  }'■■•'  dy^-A  f. 


dy'  \1j 

von  Null  verschieden. 

Wir  betrachten  nun  die  Differentialgleichung 

dx  _    ^i 

dy  "  fix,  y) 
=  Ao{x)  +  A,{x)  ■  (y  —  y,)  +  A^{x)  ■  {y  —  y^)^  -f  •  •  •. 

dann  besitzt  diese  zufolge  des  Existenztheorems  ein  in  der  Umgebung 
von  y  =  y\  holomorphes  Integral,  das  für  y  =  //^  den  Wert  .r  =  x■^^  an- 
nimmt, und  dessen  erste  Ableitung 

dx 

dy 

für   y  ^  yi  jedenfalls  verschwindet.    Da  forner 
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dy^  ".  dy  \f)    ^'  dx  [  f)  dy 

dy^  ^  By^  \~f)  "^     dxdy  \j)  dy 
8^    /IN  (dxy      d    /IN  dH 
'    dx^  [fj  [dy)  +  dx  [/)  dii' 

ist,  so  verschwinden  für  y  =  y^,  x  =  Xi  auch  noch  die  höheren  Ableitungen 
von  X  nach  y  bis  zur  A-tcn  einschließUch,  während 

d^  +  ^x 
dy^+^ 

für  y  =  yi  einen  von  Null  verschiedenen  Wert  c^  besitzt.  Nach  dem  Taylor- 
schen  Satze  lautet  also  die  Entwicklung  des  definierten  Integrals  in  der 
Umgebung  von  y  =  y^: 

x  =  xy^  +  c,{y  —  2/i)*+i  -hc^iy  —  yiY-^'  +  •  •  •,    ci  -\  0. 
Hieraus  folgt: 

x  —  Xy  =  {y  —  i/i)^+i  (Cj  +  Cg  (y  —  yx)-\-  ■  ■  ) 
und,  indem  wir  beiderseits  die  (A  -f  l)-te  Wurzel  ausziehen, 
1  1 

Nun  ist  der  Ausdruck 

1 

in  der  Umgebung  von  y  —  y^  holomorph,   da  ja  c^  ^-  0  ist,   und  folglich 

in  der   Form 

1 

Yx  +  y2(y  —  .Vi)  +  • :  •,    ri  =  Ci^+^i  i-  o, 

darstellbar;  wir  finden  also 
1 
{X  —  a:i)^+i=  yi{y  —  ^/j)  -f  y^{y  —  yi?+  ■  •  • 

Nach  dem  aus  den  Elementen  der  Funktionentheorie  bekannten 
Satze  über  die  Umkehrung  einer  Potenzreihe  (Satz  über  die  inverse  Funk- 
tion) ^)  ergibt  sich  hieraus,  daß  y  —  y^  nach  positiven  ganzen  Potenzen 
der  auf  der  linken  Seite  stehenden  Größe 

1 
{x—XjY+^ 

entwickelbar  ist,  wir  haben  also 

^)  Siehe  z.B.  L.  Bieberbach.  Lehrbuch  der  Funktionentheorie  I  (1921) 
S.  11)0. 
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'  -  1 

(11)    y  —  y^=^ö^{x  —  x^Y+^^-ö^{x  —  x^Y+^+--;     r),  =       4- 0, 

und  auf  diese  Weise  l  -\-  1  Integrale  der  Differentialgleichung  (1).  die 
für  X  =  Xi  den  Wert  ij^  annehmen.  Bedeutet  in  der  Formel  (11) 

1 
{x  —  x^Y+^ 
den  Hauptwert  dieser  (A  +  l)-wertigen  Größe,  d.  h. 

wo  log(a:  —  x-i)  denjenigen  Wert  des  Logarithmus  darstellt,  der  für  reell 
positives  x  —  x-^  reell  ist,  so  gehen  die  übrigen  A  Integrale  aus  dem  ein- 
deutig bestimmten  Integrale  (11)  hervor,  indem  man  an  die  Stelle  von 

1 

(a;— a;,)^+i 

den  Wert 

1 

E^{X X■^Y+'^  (4=1,2 /• 

setzt,  wo  E  die  komplexe  [X  +  l)-te  Einheitswurzel 

■ini 

e  =  e^^ 

bedeutet.  D.  h.  mit  anderen  Worten,  die  gedachten  A  +  1  Integrale  ent- 
stehen aus  einem  von  ihnen,  indem  man  die  Variable  x  A-mal  geschlossene 
Umläufe  um  den  Punkt  x  =  x^  vollziehen  läßt ;  dieser  Punkt  ist  also  für 
jene  Integrale  ein  Verzweigungspunkt,  und  zwar  in  der  von  Riemann 
eingeführten  Terminologie  ein  algebraischer  Verzw^eigungspunkt 
A-ter    Ordnung. 

Im  allgemeinen  wird  es,  wenn  x  =  Xi  ein  beliebiger  Wert  der 
unabhängigen  Variabein  x  ist,  stets  Werte  y^  von  y  geben,  für  die  f{x-^.  y) 
so  unendlich  wird,  daß  der  reziproke  Wert^ 

1 

in  der  Umgebung  von  x  =  x^,  y  =  Vi  holomorph  bleibt;  bedeutet  z.  B. 
j{x,  y)  eine  rationale  Funktion  von  y,  deren  Nenner  h{x,  y)  eine  ganze 
rationale  Funktion  n-ten  Grades  von  y  ist,  so  tritt  dies  für  die  n  Wurzeln 
der  Gleichung;' 

Hx^.  y)  =  0. 

ein,  vorausgesetzt,  daß  sich  unter  diesen  Wurzeln  keine  befindet,  für  die 
bei  x  =  x^  auch  der  Zähler  von  /(x,  y)  verschwindet.  Es  wird  also  im 
allgemeinen  füi-  ein  beliebiges  x  =  x^  mindestens  zwei  Lösungen  der  Diffe- 
rentialgleichung geben,  die  in  x^  einen  algebraischen  Verzweigungspunkt 
besitzen. 


11.  Untersuchung  des  Falles,  wo  die  Integralfunktion  selbst  unendlich  wird.        39 

Dagegen  sind  diejenigen  x-Werte,  für  dio  /(x,  i/)  unabhängig  von 
y  unendlich  wird,  stets  diskrete  Punkte,  die  man  bei  Kenntnis  der  Funk- 
tion /(x,  y)  von  vornherein  aussondern  kann. 


11.  Untersuchung  des  Falles,  wo  die  Integralfunktion 
selbst  unendlich  wird. 

Wir  fragen  nunmehr  nach  uinciii  Integral  ?/,  das  für  einen  vorge- 
schriebenen Wort  von  x  einen  unendlich  großen  Wert  erhält.  Wir  setzen 
dann  in  der  Differentialgleichung  (1) 

I  =  /(-'  ■") 

an  die  Stelle  von  i/ 

1 
y  =  , 

und  erhalten  auf  diese  Weise  für  z  die  Differentialgleichung 

Es  möge  dann  x  =  Xf  ein  Wert  sein,  von  der  Beschaffenheit,  daß  die 
Funktion  /^(a:,  z)  in  der  Umgebung  von  x  =  x^^,  z  =  0  entweder  selbst 
holomorph  ist,  oder  daß  sie  für  dieses  Wertepaar  so  unendlich  wird, 
daß  ihr  reziproker  Wert  holomorph  bleibt,  während 


(^^)  [d~z^[h{x\z) 


0 


ist.  Wenn  /^  (a;,  z)  für  x  =  x^^  z  =  0  selbst  holomorph  ist,  so  gibt  es  nach 
dem  Existenztheoreme  ein  in  der  Umgebung  von  x  =  x-^  holomorphes 
und  für  x  =  x^  verschwindendes  Integi-al  der  Differentialgleichung   (12): 

z  =  Cj^ix  —  Xj)  +  Ci  {x  —  a;i)2  +  •  •  •, 
für  das  allerdings  auch  noch  gewisse  erste  Koeffizienten 

q,  c.^,  .  .  .,  ct~i 

verschwinden  können,  während  cj  von  Null  verschieden  ist.  Dann  ist  in 
der  Umgebung  von  x  =  x^ 

1  1 

y  =  .  = 


z       cic{x  —  x^)^  +  Ck+i  {x  —  3:1)*+ 1  +  •  •  • 

=  {x  —  rri)-*  [öo  -f-  <5i  (x  —  Xi)  -^  •  •  •], 

d.  h.  das  lür  X  =  Xj^  unendlich  werdende  Integral  der  Differentialgleichung 
(1)  wird  mit  (x  —  x^)''  multipliziert  in  x  =  x^  holomorph,  es  besitzt  also 
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in  diesem  Punkte  einen  Pol  (außerwesentlicb  singulare  Stelle)  /c-ter  Ord- 
nung. 

Wenn  /^(a;,  z)  für  x  =  Xi,  z  —  0  so  unendlich  wird,  daß 

1 
fiix,  z) 

holomorph  bleibt  und  /l  die  kleinste  Zahl  ist,  für  die  (13)  besteht,  so  ist, 
nach  den  Ergebnissen  der  vorigen  Nummer,  in  der  Umgebung  von  x  ■■=  x^, 

i  2 

2  =  yj  (a;  —  X{)^+^  -^  y^{x  —  x^)^'  +  •  ■  -,    y^    t    0,      . 
wir  haben  also  für  das  in  o;  =  Xi  unendlich  werdende  Integral  von  (1)  die 
Entwicklung 

1  1 

y  =  z- 

y^{x  —  x,Y+' +  y^{x—x,Y+^  +  ••• 
1  I 

=  {x-  x,f  ^  +  1  {d,  +  d,  {x  -  xj'+i 


^  d,{x  -  x,Y+^ -}-  ■  ■  ■), 
d.  h.  a;  =  x^  ist  für  dieses  Integral  zugleich  ein  Verzweigungspunkt  A-ter 
Ordnung  und  eine  Unendlichkeitsstelle;  wir  sagen  in  diesem  Falle,  y  be- 
sitze in  x  =  Xi  eine   algebraische    Unendlichkeitsstelle    von    der 

1 

Ordnung  ^_^^. 

In  allen  bisher  betrachteten  Fällen  ist  das  Integral  in  der  Umgebung 
des  betreffenden  Wertes  der  unabhängigen  Variabein  nach  positiven 
und  negativen  ganzen  oder  gebrochenen  Potenzen  des  Inkrements  ent- 
wickelbar, negative  Potenzen  können  aber  stets  nur  in  endlicher  Anzahl 
auftreten.  Wir  sagen  kurz,  das  Integral  habe  in  diesen  Fällen  den  Char  a  kt  er 
einer  algebraischen  Funktion,  oder  kürzer,  es  verhalte  sich  alge- 
broid  ^). 


12.  Abhängigkeit  vou  Anfaugswerteu  und  Parametern.     Unität, 

Die  Lösung  y  unserer  Differentialgleichung  (1)  der  Nr.  7 

die  in  der  Umgebung  des  Wertes  a^,  wo  sie  den  Wert  j/q  annehmen  soll, 
holomorph  oder  allgemeiner  algebroid  ist,  hängt  selbst  noch   von   diesen 

^)  Die  Rechtfertigung  für   diese   Hezeichnuug   ergibt    sicli    daraus,   dali   eine 
algebraische  Funktion  stets  ein  derartiges  Verhalten  zeigt. 
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AMt'aiigsvvci'trri  ah.    IJciiii  l 'borgarigo  von  (1  )  /.ii  dci'  l-'unn  (2)  (Nr.  7,  S.  28) 

wirH 

(in 

^  =  «p(^,  ry)  =  /(l   f  x^,r]  -\-  //o), 

so  (laß  also  x'„,  y,,  in  <p  (>?,  /y)  als  Parameter  auftreten.  Wir  fraj^cn  darum 
zunächst  allgemein,  wie  die  Lösung  der  Differentialgleichung  (2)  von  ge- 
wissen Parametern  /u^,  /Xg,  •  •  •  abhängt,  wenn  fp{^^  7])  eine  /..  H.  für  kleine 
Werte  der  ^i,  yt/.^,  .  .  .  holomorphe  Funktion  dieser  Parameter  ist.  Es 
bedeutet  keine  erhebliche  Beschränkung  der  Allgemeinheit,  wenn  wir 
<p  (I,  7])  als  von  einem  Parameter  /j.  abhängig  ansehen  und  uns  auf  Werte 
von  ju  beschränken,  die  in  der  Umgebung  des  Punktes  ju  ^  0  gelegen  sind, 
also    die    Differentialgleichung 

(2*)  ^|  =  <p(|,  r/,/y.) 

betrachten,  wo  (p  eine  für  \  ^  \  ^  a,  \  rj  \  ^  b,  \  fj.  \  -^  r  holomorphe  Funk- 
tion der  drei  Veränderlichen  |,  r],  fi  bedeuten  soll.  Wir  fragen,  wie  die  in 
der  Umgebung  von  .^  =  0  holomorphe  Tiösung 

(5*)  »?  =  Cl^+C2^2_^    ••• 

sich  als  Funktion  von  (x  in  der  Umgebung  von  ju  =  0  verhält.  Wie  man 
sieht,  handelt  es  sich  hier  um  die  Übertragung  der  in  der  Nr.  4  für  das 
reelle  Gebiet  angestellten  Untersuchungen  auf  das  Gebiet  der  komplexen 
Veränderlichen. 

Denken  wir  uns  die  Koeffizienten  c^,  i\.         mit  Hilfe  der  Differen- 
tialgleichung berechnet: 

so  ergeben  sie  sich  als  für  |  /^  |  <  r  holomorphe  Funktionen  von  fx.  Daraus 
kann  man  aber  noch  nicht  schließen,  daß  sich  die  Reihe  (5*)  in  eine  nach 
positiven  ganzen  Potenzen  von  |  und  /j,  fortschreitende  Reihe  umordnen 
läßt,  die  für  hinreichend  kleine  Werte  von  |  und  jli  unbedingt  konvergiert. 
Es  läßt  sich  dies  aber  durch  eine  besondere  Untersuchung  ^)  feststellen, 
und  zwar  am  einfachsten  durch  eine  Erweiterung  der  Majorantenmethode. 

Es  sei  für  |  ^  |  =  a,  \  r]  \  —  b^  \  /j,  \  =  r   M  die  obere  Schranke  der 
Werte  von  |  q)  (|,  ?;,  fj,)  | ;    wir  nehmen  dann  als  Majorante  die  Funktion 

M 

W  (I,  V^^)=  7 a7 ^w 77 

(»-i)(i-f)(i-? 

mit  der  zugehörigen  Hilfsdifferentialgleichung 


^)  Siehe  Poincare,  Methodes  nouvelles  de  la  mecanique  Celeste  1(1896),  S.  48. 
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dx)  _  l  M 

die  sich  also  von  der  in  der  Nr.  9  betrachteten  nur  dadurch  unterscheidet, 

M  . 

daß an  die  Stelle  von  M  getreten  ist.    Wir  nehmen  nun  ein  r'  <  r 

/■ 
und  setzen 


1-' 

dann  konvergiert  die  Reihe  q,  die  ja  die  für  |  =  0  verschwindende  Lösung 
der  Hilfsdifferentialgleichung  (9*)  darstellt,  für  das  Gebiet 

^^  \m<Q'  =  a{l-e    -^d^ 

[\f^\<r'. 
Diese  Reihe  hat,  wenn  man  sie  nach  Potenzen  von  |  und  /j  ordnet,  lauter 
positive  Koeffizienten  und  diese  sind,  wie  man  sofort  übersieht,  nicht 
kleiner  als  die  absoluten  Werte  der  entsprechenden  Koeffizienten  der 
Reihe,  die  aus  (5*)  durch  Umordnen  nach  Potenzen  von  ^  und  //  hervor- 
geht. Daraus  folgt  also  die  unbedingte  Konvergenz  der  so  umgeordneten 
Reihe  (5*)  für  das  Gebiet  (^),  d.  h.  die  für  ^  =  0  verschwindende  Lösung  rj 
unserer  Differentialgleichung  (2*)  ist  auch  als  Funktion  des  Parameters  // 
für  hinreichend  kleine  Werte  von  ju  holomorph.  Natürlich  gilt  der  ent- 
sprechende Satz  auch,  wenn  <p{i,  rj)  mehrere  Parameter  yUj,  jx^,  ■  •  ent- 
hält und  für  hinreichend  kleine  Werte  dieser  Parameter  holomorph  ist. 

Wir  betrachten  nun  zuvörderst  den  Fall  regulärer  Anfangswerte, 
d.  h.  Xq^  2/o  S6^  ß^'^  Wertepaar,  in  dessen  Umgebung  f{x,  y)  holomorph  ist. 
Es  möge  A'  in  der  Umgebung  von  Xq,  Y  in  der  Umgebung  von  y^  so  an- 
genommen werden,  daß  j{x,  y)  auch  noch  in  der  Umgebung  von  x  =  A. 
y  =  Y  holomorph  ist.  Das  Integral  von  (1),  das  in  der  Umgebung  von 
a;  =  A  holomorph  ist  und  für  rr  =  A  den  Wert  y  =  Y  annimmt,  bezeich- 
nen wir  mit 

y=i-{:r;  A,  )•). 
Setzt  man  jetzt 

x  =  ^  +  A,  1/  =--  r/  -f-  )', 
so  genügt  Y]  der  Differentialgleichung 

j|  =  /(.=  -+-A,7;-f  V), 

deren  rechte  Seite  in  der  Umgebung  von  i:  =  0,   A  =  Xq,    Y  =  y^  holo- 
morph ist,  und  die  Lösung  ?y,  die  für  ^  =  0  verschwindet. 
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ri  =  F{^+  X;  X,  V) , 
ist  als  Funktion  von  ^  in  der  Umgebung  von  <^  =  0,  und  nach  dem  oben 
bewiesenen  Satze  als  Funktion  der  Parameter  X,  Y  in  der  Umgebung  von 
X  =  Xq,  Y  =  ?/o  holomorph.  Also  ist  tj  nach  positiven  ganzen  Potenzen 
von  X  —  X,  X  —  Xq,  )  —  t/o  cntwickelbar  und  demnach  y  —  F{x\  X,  Y) 
in  der  Umgebung  von  x  =  X,  X  =  a;^,  7  =  y^  holomorph.    Wegen 

X J\.   =  X 3Jj)  —  \J\.  ^o) 

ergibt  sich,     daß    das    Integral  ?/  =  F(x;  X,  V)  als    Funktion   der 

drei   Veränderlichen  x,  X,  Y  holomorph   ist,    wenn  x  und   X  in 

der  Umgebung  von  Xq,  Y  in  der  Umgebung  von  ?/(,  gelegen  ist. 

Sind  .Ti,  ?/i  singulare    Anfangswerte,   etwa  so  beschaffen,   daß 

I 
/(^i>  y\)  unendlich  wird,  aber  in  der  Umgebung  von  x  =  x^,y  =  y^ 

iK-^i  y) 
holomorph  bleibt,   ohne  für  x  =  x-^  unabhängig  von  y  zu  verschwinden 
(vgl.  Nr.  10),  dann  hat  die  Differentialgleichung 

dy      f{x,tj) 
ein  in  der  Umgebung  von  y  —  yi  holomorphes  Integral 

das  für  j/  =  y^  den  Wert  x  =  x-^  annimmt.    Liegt  dann  X  in  der  Umgebung 

1 
von  Xi,  Y  in  der  Umgebung  von  i/j,  so  daß  auch  noch  in  der  Um- 

f\Xi  y) 

gebung  von  x  ==  X,  y  =  }'  holomorph  ist,  so  wird  das  Integral 

(II)  x  =  G{y-Y,X) 

von  (I),  das  für  y  —  Y  den  Wert  x  =  X  annimmt  und  in  der  Umgebung 
von  y  =  Y  holomorph  ist,  eine  in  der  Umgebung  von  y  =  i/i,  F  =  Vi, 
X  =  Xi  holomorphe  Funktion  der  drei  Veränderlichen  ?/,  X,  Y  sein.  Dar- 
aus ergibt  sich  durch  Inversion  der  Gleichung  (II),  daß  y  in  der  Umgebung 
von  X  =  x-i,  X  =  Xi,  Y  =  yi  algebroides  Verhalten  zeigt.  Ein  ähn- 
licher Schluß  gilt  auch  für  ein  Integral,  das  in  a;  =  Xj  unendlich  wird,  in 
der  Umgebung  von  x  =  x^,  X  =  x^,  Y  =  oo. 

Wir  machen  nun  Gebrauch  von  diesen  Ergebnissen,  indem  wir  die 
folgende  besonders  in  der  Angewandten  Mathematik  wichtige  Frage  be- 
handeln. 

Für  den  Fall  regulärer  Anfangsbedingungen  Xq,  ?/o  haben  wir  gesehen, 
daß  es  ein  und  nur  ein  in  der  Umgebung  von  x  =  Xq  holomorphes  Integral 
gibt,  das  iüi  X  =  Xq  den  Wert  y  =  y^  annimmt.  Wird  man  etwa  durch 
eine  Aufgabe  der  Angewandten  Mathematik  auf  eine  Funktion  geführt, 
die  der  Differentialgleichung  genügen  und  für  x  =  Xq  den  Wert  y  =  yo 
annehmen  soll,  so  wird  man  nicht  von  vornherein  sagen  können,  daß  die 
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gesuchte  Funktion  in  der  Umgebung  von  x  =  x^  gerade  holomorph  sein 
muß.  Es  könnten  also  Zweifel  entstehen,  ob  die  von  uns  angegebene  Lösung 
F{x\  Xq^  y„)  ciuch  wirklich  die  gesuchte  Funktion  darstellt.  Es  fragt  sich 
also:  gibt  es  etwa  neben  dem  holomorphen  Integral  F  (x\  Xq^iJq)  noch 
nichtholomorphe  Lösungen  der  Differentialgleichung  (1),  die  dieselben 
regulären  Anfangsbedingungen  erfüllen  ? 

Um  diese  Frage  zu  entscheiden,  l)etrachten  wir  ')  jetzt  wieder  zwei 
von  X  unabhängige  Veränderliche  X,  F,  so  daß  \  X  — Xo\  und  \  Y  —  t/o  i 
hinreichend  klein  sind.  Das  in  der  Umgebung  von  x  =  X  holomorphe 
Integral 

y  =  F{x;  X,  ))  =  Y  +  c,{x  —  X)  +  c^ix  —  Xf  +  •  •  •. 

das  für  x  =  X  den  Wert  Y  annimmt,  ist  nach  dem  Vorhergehenden  als 
Funktion  von  x,  X,  Y  in  der  Umgebung  von  x  =  X,  X  =  Xq,  Y  —  y^ 
holomorph.  Bedeutet  x  einen  Wert,  der  in  der  Umgebung  von  x^  liegt, 
und  y  den  entsprechenden  Wert  von  F{x\  X,  Y),  so  gibt  es  nur  ein  in  der 
Umgebung  von  x  holomorphes  Integral  der  Differentialgleichung  (1). 
das  im  Punkte  x  gleich  y  wird,  nämlich  F{x-^  X,  )') ;  wir  können  also  sagen, 
daß  das  in  der  Umgebung  von  x  holomorphe  Integral,  das  im  Punkte  x 
gleich  y  wird,  im  Punkte  X  den  Wert  )'  annehmen  muß.  D.  h.  aber,  es 
ist  identisch 

Y  =  F{X;x,y), 
wenn  in  dieser  Gleichung  y  =  F  {x;  X,  }')  gesetzt  wird. 
Durch  die  Gleichung 

(III)  z  =  F{X;x,y) 

führen  wir  nun  in  die  Differentialgleichung  (1)  an  Stelle  von  y  die  neue  Ver- 
änderliche z  ein.  Da  nach  dem  Vorhergehenden  aus  dieser  Gleichung  auch 
umgekehrt 

(IV)  y  =  F{x-X,z) 
folgt,  so  haben  wir 

dy  _  dF{x\  X,  z)      d  F{x;  X,  z)  dz 
dx~         dx  öz  dx ' 

die  transformierte  Differentialgleichung  lautet  also 

Für  z  =  Y  ist  das  durch  (IV)  dargestellte  y  eine  Lösung  der  Differential- 
gleichung (1),  also  liefert  z  =  Y  auch  eine  Lösung  von  (la).  und  zwar  ist 

dz 
für  diese  Lösung,  da  )   von  x  unabhängig  sein  soll,        =  0,  und  folglich 

^)  Siehe  Painleve,  Le^ons  sur  la  th^orie  analytiiiue  des  equations  differen- 
tielles  (1897).  S.  Hi),'"):  vergl.  Tlorii.  Differentialgleichungen.  Sammlung  Schubert  L 
(1905).  S.  29. 


Ib)  7/       2  =0- 
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0  =  —  Q^  -\-  fix,  /'(.r;  A,  >  )). 

Diese  Gleichung  ist  für  alle  Werte  Y  in  einer  gewissen  Umgebung  der 
Stelle  7Jq  identisch  erfüllt;  wir  können  sie  also  auch  hinschreiben,  indem 
wir  den  Buchstaben  z  an  die  Stelle  von  Y  setzen.  Es  ist  also  für  alle  z 
in  einer  gewissen  Umgebung  von  y^ 

d.  h.  die  DilTerentialgleichung  (la)  vereinfacht  sich  zu 

dz  d  F{x;  X,  z) 
cz 
Nun  ist  aber 

Y  =  F{X-X,Y\ 
also   ist 

Ö^(^;X,  )'■) 

dV 
für  X  —  A'  gleich  Eins;  diese  partielle  Ableitung  verschwindet  demnach 
nicht  identisch.    Mit  Änderung  der  Bezeichnung,  z  für  F,  ist  also 

d  F{x-X,z) 

dz 
nicht   identisch  Null  und  die  Gleichung  (Ib)  vereinfacht  sich  folglich  zu 

(10  1  =  0. 

Diese  Gleichung  ist  erfüllt  für  jedes  durch  (III)  gegebene  z,  wenn  für  y 
eine  Lösung  der  Differentialgleichung  (1)  gesetzt  wird,  d.  h.  wenn  sich  aus 

z  =  F{X;x,y), 
oder  was  dasselbe  heißt,  aus 

y  =  F{x;  X,z) 
y  als  Lösung  der  Differentialgleichung  (1)  ergeben  soll,  so  muß  z  der  Glei- 
chung (Ic)  genügen,  also  konstant  sein.  Dabei  müssen  aber  natürlich  x 
in  der  Umgebung  von  A  und  y,  z  in  der  Umgebung  von  Y  liegen.  Ist  nun 
y  =  (p{x)  irgend  eine  Lösung  von  (1),  die  für  a;  =  A  den  Wert  y  =  )' 
in  der  Weise  annimmt,  daß,  w^enn  x  in  der  Umgebung  von  A  liegt,  auch  y 
in  der  Umgebung  von  Y  verbleibt,  so  ist  die  entsprechende  Lösung 

z^F{X;x,<p{x)) 
von  (Ib)  wohldefiniert  und  konstant.   Da  aber  für  x  =  X 

<p{X)  =  Y  und  F{X-  X,  Y)  =  Y 
ist,  so  ist  dieser  konstante  Wert  von  z  gleich  }'.  Es  ist  also 

Y  =  F{X;x,(p{x)), 
oder 

^{x)  =  F{x-X,  Y) 
d.  h.    (p{x)  ist    mit    dem    holomorphen    Integral    identisch. 
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Wenn  die  Lösung  y  —  (p{x)  für  x  =  X  sich  dem  Werte  y  =  i  zwar 
unbegrenzt  annähert,  aber  nicht  die  Bedingung  erfüllt,  daß  einem  rr-Werte 
der  Umgebung  von  X  stets  auch  ein  y-Wcri  der  Umgebung  von  Y  entspricht, 
so  kann  (p{x)  von  dem  holomorphen  Integral  verschieden  sein,  wie  das 
folgende  auf  Fuchs  ^)  zurückgehende  Beispiel  zeigt.    Wir  nehmen  f{x,  y) 

y^  .       . 

—  —      .  also  die  Differentialgleichung 

x 

dy  ^  _^/^ 
dx  X  ' 

die  in  der  Umgebung  von  x  —  Xq,  wo  Xq  y  0  ist,  holomorphe  und  für  Xq 
verschwindende  Lösung  ist  ?/  =  0.  Schreiben  wir  die  Differentialgleichung 
aber  in  der  Form 

dy       dx 
y^  ~   x  ' 
so  folgt  durch  Integration 

1 

y  ~  log  a;  +  C  ' 
wo  C  eine  willkürliche  Konstante  bedeutet.  Die  holomorphe  Lösung  y  —  0 
entspricht  dem  Werte  C  =  oo.  Es  kann  aber  auch  für  einen  endlichen 
Wert  von  C  der  Wert  von  y,  der  dem  x  =  X  entspricht,  beliebig  nahe 
an  die  Null  herangebracht  werden,  indem  man  x  hinreichend  oft  den  Punkt 
X  =  0  umkreisen  läßt,  wodurch  ja  \  log  x  -\-  C  \  größer  gemacht  werden 
kann  als  jede  beliebige  positive  Größe.  Diese  Bemerkung  ist  für  die  Ange- 
wandte Mathematik  nicht  ohne  Bedeutung,  da  man  ja  in  den  Anwen- 
dungen häufig  nicht  scharf  zu  unterscheiden  imstande  ist,  ob  eine  Größe 
einen  gewissen  Wert  wirklich  annimmt  oder  ihm  nur  beliebig  nahekommt. 


13.  Analytische  Fortsetziiug. 

Wir  denken  uns  das  den  regulären  Anfangswerten  x  =  Xq,  y  =  y^ 
entsprechende,  in  der  Umgebung  von  x  =  Xq  holomorphe  Integral 

y  =  F{x;  a;o,  y^)  =  yQ  +  Ci{x  —  x^)  +  c^ix  —  x^f  +  •  •  • 
der  Differentialgleichung  (1)  hergestellt.  Die  durch  die  Cauchysche  Majo- 
rante gelieferte  Konvergenzgrenze  (Nr.  9,  S.  33) 


\x~Xq\  <q^  a\i  —  e    2Jfa^ 
liefert  —  wie  wir  bemerkt  haben  —  nicht  den  genauen  Konvergenzkreis 

1)  Fuchs,  (1886)  Werke  II,  S.  41Uff.;  vgl.  Picard.  Traitö  dAnalvse  II  (I9(.)5), 
S.  36U. 
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dor  Reihe  F{x\  a;«,  j/q)-  ^"^  diesen  zu  finden,  kann  man  auf  das  Verfahren 
von  Cauchy-Lipschitz  zurückgreifen.  Betrachten  wir  nämlich  den  Kreis 
Ä' mit  dem  Mittelpunkt  a;^,  dessen  Halbmesser  der  kleinere  der  beiden  Werte  a 

b  .  .     . 

und  ist,  und  einen  beliebigen  Punkt  x,  der  im  Innern  von  K  liegt,  so 

kann  man  sich  x  mit  a;,,  durch  eine  stetige  Kurve,  z.  B.  einen  Halbslrahl 
verbunden  denken  und,  wenn  0  das  Azimut  dieses  Halbstrahls  bedeutet, 
durch  die  Gleichung 

i  ~  e  \x  —  x^ 
die  neue  Veränderliche  i  in  die  Differentialgleichung  einführen,  die  dann 
offenbar  reelle  Werte  annimmt,  wenn  x  auf  jenem  Halbstrahl  verbleibt. 
Man  kann  dann  ohne  weiteres  auf  die  so  umgeformte  Differentialgleichung 
das  in  der  Nr.  3  auseinandergesetzte  Verfaliren  von  Cauchy-Lipschitz 
anwenden,  um  ein  Integral  herzustellen,  das  für  x  ^=^  Xq  den  Wert  y^  an- 
nimmt; das  Eingehen  komplexer  Größen  bereitet  —  solange  die  Veränder- 
liche reell  bleibt  —  keinerlei  Schwierigkeiten.  Man  findet  auf  diese  Weise  ^) 
für  jeden  Wert  x  innerhalb  von  K  einen  zugehörigen  Integralwert  y\  und 
da  nach  den  Ergebnissen  der  Nr.  4  auf  dem  Halbstrahl  {x^^  x)  nur  eine 
Lösung  der  Differentialgleichung  existiert,  die  für  x  =^  Xq  den  Wert  y.^ 
annimmt,  so  kann  der  so  gefundene  Integralwert  y  von  dem  Werte  des 
holomorphen  Integrals    F{x\XQ^y^  nicht  verschieden  sein.    Der  Kreis  X, 

dessen  Halbmesser  der  kleinere  der  Werte  a,  ^  ist,  hat  also  die  Eigenschaft, 

daß  in  seinem  Innern  die  Reihe  F  {x\XQ^y^  konvergiert  2);  auf  seiner 
Peripherie  kann  dann  entweder  ein  Wert  x  liegen,  für  den  die  Reihe 
F{x\XQ^y^)  nicht  mehr  unbedingt  konvergent  ist,  oder  doch  ein  Wert  x, 
dem  ein  solcher  ?/-Wert  entspricht,  daß  für  dieses  Wertepaar  x^  y  die 
Funktion  f{x^y)  aufhört,  holomorph  zu  sein.  Einen  solchen  a;- Wert 
bezeichnen  wir  als  einen  singulären  Punkt  des  Integrals  F{x\XQ,yQ) 
der    Differentialgleichung   (1). 

Man  kann  natürlich  auf  jedem  einzelnen  der  von  Xq  ausgehenden 
Halbstrahlen  die  Cauchy-Lipschitzsche  Methode  bis  zu  dem  nächstge- 
legenen singulären  Punkte  des  Integrals,  der  auf  diesem  Halbstrahle  liegt, 
ausdehnen  und  erhält  auf  diese  Weise  eine  Darstellung  der  Lösung,  die 
nicht  nur  in  dem  Kreise  Ä',  sondern  in  einem  K  enthaltenden  Bereiche  B 
konvergiert,  der  die  folgende  Beschaffenheit  hat: 

Man  denke  sich  auf  jedem  von  Xq  ausgehenden  Halbstrahl  den  zu 
Xq  am  nächsten  gelegenen  singulären  Punkt  markiert  und  betrachte  den 

M  Vergl.  Picard.  Traite  dAualyse  II  (1905).  S.  353. 

^)  Man  sieht  sofort,  daß  dieser  Halbmesser  stets  größer  ist.  als  die  durch 
die  Cauchysche  Majorante  gelieferte  Konvergenzgrenze  q. 
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zwischen  diesem  Punkte  und  dem  Unendlichen  gelegenen  Teil  des  Halb- 
strahls als  einen  , Schnitt.  Den  nach  Aussonderung  dieser  Schnitte 
verbleibenden  Teil  der  Ebene  nennt  Mittag-Loff  1er  den  zu  dem  Punkte  a-^ 
gehörigen  Stern.  Dieser  bildet  den  Bereich  B,  innerhalb  dessen  das  Ver- 
fahren von  Gauchy-Lipschitz  die  Darstellung  der  Lösung  unserer  Diffe- 
rentialgleichung liefert. 

Vom  Standpunkte  der  Funktionentheorie  und  auch  von  dem  der 
Anwendungen  aus  erweisen  sich  die  Entwicklungen  einer  Funktion  in 
Potenzreihen  als  die  wichtigsten  und  brauchbarsten.  Diese  Entwick- 
lungen konvergieren  nach  Cauchy  stets  in  einem  Kreise,  der  bis  zu  dem 
nächstgelegenen  singulären  Punkte  reicht.  Das  ist  auch  der  tiefere  Grund 
dafür,  daß  man  in  der  Theorie  der  Differentialgleichungen  der  Einführung 
komplexer  Veränderlichen  nicht  entraten  kann.    Denn  hat  man  z.  B.  die 

1 
einfache  Funktion  ,         -    und  entwickelt  sie  nach  Potenzen  von  x,  so  ist, 

1  +  o;- 

solange  man  sich  auf  reelle  Werte  von  x  beschränkt,  nicht  einzusehen, 
weshalb  diese  Entwicklung  nur  für  Werte  von  x  zwischen  —  1  und  ~-  1 
konvergiert.  Erst  die  Betrachtung  von  x  als  komplexe  Veränderhche  zeigt, 
daß  auf  (ier  Peripherie  des  Kreises  j  a;  |  =  1  die  singulären  Stellen  x  =  ^  i 
unserer  P'unktion  liegen,  und  damit  hat  man  nach  dem  Satze  von 
Cauchy  den  waliren  Grund  für  die  Beschränktheit  des  Konvergenz- 
bereichs der  nach  Potenzen  von  x  fortschreitenden  Reihe  gefunden. 

Wir  gehen  nunmehr  auf  die  in  der  Umgebung  von  x  =  Xq  konvergente 
Reihe  F[x\XQ^yQ)  zurück  und  stellen  uns  die  Aufgabe,  die  Natur  der 
durch  diese  Potenzreihe  definierten  monogenen  Funktion  zu   erforschen. 

Zunächst  folgt  aus  dem  Prinzip  der  analytischen  Fortsetzung  *). 
daß  die  aus  der  Reihe  F{x\  Xq,  ?/(,)  durch  Fortsetzung  entstehenden  Reihen 
ebenfalls  der  Differentialgleichung  (1)  genügen,  wenn  man  sich  f{x,y) 
als  Funktion  von  x  auf  demselben  Wege  fortgesetzt  denkt.  Ist  z.  B.  /  (x,  y) 
eine  eindeutige  Funktion  von  x  und  y,  etwa  eine  rationale  Funktion  von  y, 
mit  in  x  eindeutigen  Koeffizienten,  so  genügt  die  gesamte  aus 
/'(^■i^oT^/o)  entspringende  monogene  Funktion  der  Differential- 
gleichung  (1). 

Daraus  ersieht  man,  daß  sich  in  diesem  VdWv  vermöge  der  Differen- 
tialgleichung (1)  die  analytische  Fortsetzung  der  Reihe  F(.r:  x,,,  ?/„)  ii» 
folgender  Weise  vollziehen  läßt: 

Da  eine  aus  F{x\XQ,yQ)  durch  Fortsetzung  entstandene  Reihe 
''^(x  —  x)  ebenfalls  der  Differentialgleichung  genügt,  so  stellt  diese  Reihe, 
wenn  in  der  Umgebung  der  Stelle  x  =  x,  y  =  ''^(O)  die  Funktion  /(x,  y) 
liolomorph  ist,    <las  eindeutig  bestimmte  in   iler   l'mgebung  von    x  =  .' 

M  Verirl.  etwa  Osirood     Kiinktioneutheori»'.  S.  400. 
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holoinorphc  Inlegral  von  (1)  dar,  das  für  x  =  .*;  den  Wert  ''4^(0)  annimmt; 

man  kann  sich  also  zur  Herstellung    von    %(x  —  x)  dieser   Eigenschalt 

bedienen,  und  hat  demnach  auf  dem  Woge  der  analytischen  Fortsetzung 

nur  den  Wort  //  =  ^^(0)  zu  orniittoln.    Der  Fall,   daU  in  der  Uingobung 

eines  solchen,  auf  dem  Wege  der  analytischen  Fortsetzung  sich  ergebenden 

Wertepaares  x  =  j,y  —  7/  die  Funktion  /(a;,  y)  holomorph  bleibt,  ist  der 

allgemeine.   Es  kann  nämlich,  da  das  Integral  in  der  Umgebung  von  x  =  x 

holomorph  ist,  die  Ableitung  von  y  nach  x  keinesfalls  unendlich  werden, 

dagegen   kann  es  sich  ereignen,  daß  /(x,  ?/)   für  x  =  x,y  =  y  den  Wert 

/         On 
der  Ableitung  in  unbestimmter  Form  letwa  — 1  erscheinen  läßt,  daß  aber 

trotzdem   für  ein  solches  Wertepaar   das  Integral,   das   für  a  =  x  gleich 
y  wird,  in  der  Umgebung  von   .'    holomorph  bleibt. 
So  hat  z.  B.  die  Differentialgleichung 

^  dx      X  —  X 

die  in  der  Umgebung  von  x  holomorphe  Lösung 

y  =  y  -\-  c{x  —  x), 

wo  c  eine  beliebige  Konstante  bedeutet,  und  die  Lösung  nimmt  für  a:  =  i 
den  Wert  y  an.  Daß  es  hier  unendhch  viele  holomorphe  Integrale  gibt, 
die  die  vorgeschi-iebenen  Anfangsbedingungen  erfüllen,  liegt  daran,  daß 
die  Anfangswerte  a;  =  5,  y  —  y  keine  regulären  sind.  Der  Punkt  x  —  x 
wird  im  Sinne  unserer  Definition  (siehe  ohen  S.  47)  als  singulärer  Punkt 
des  Integrals  y  der  Differentialgleichung  (*)  zu  bezeichnen  sein,  obwohl 
er  kein  singulärer  Punkt  der  Funktion  y  ist.  Man  spricht  in  diesem  Falle 
von  einem  außerwesentlich  singulären  Punkt  des  Integrals  (vgl. 
weiter  unten,  Nr.  38). 

Die  Fortsetzung  der  Reihe  F{x\XQ^yQ)  mit  Hilfe  der  Differential- 
gleichung (1)  gibt  also,  soweit  der  Holomorphiebereich  von  f{x,y) 
reicht,  dieselben  Ergebnisse,  wie  die  nach  den  üblichen  Methoden  aus- 
geführte analytische  Fortsetzung.  Wir  wollen  nun  dazu  übergehen,  die 
verschiedenen  Fälle  zu  erörtern,  die  zu  Singularitäten  der  aus  der  Reihe 
F(a;-,  a:o,  ?/o)  entspringenden  monogenen  Funktion  Veranlassung  geben 
können. 

14.  Feste  und  verschiebbare  singulare  Punkte. 
Der  Satz  von  Painleve. 

Der  einfachste  Fall  wäre  der,  wo  die  Reihe  F {x]XQ^yQ)  beständig 
konvergiert,  wo  also  im  Endlichen  überhaupt  keine  singulare  Stelle  vor- 
handen ist.     Lassen  wir  diesen  beiseite,    so  haben  wir  für  F{x\XQ^yQ) 

Sohlesinger.  Differeutialgleichungen.  4 
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und  ebenso  für  jede  aus  dieser  Reihe  durch  analytische  Fortsetzung  ent- 
stehende einen  endlichen  Konvergenzhalbmesser,  der  im  allgemeinen 
einerseits  von  der  Natur  der  Funktion  /(a;,  y),  andererseits  aber  auch 
von  den  Anfangswerten  Xq,  ?/o  abhängen  wird. 

Es  kann  dann  vorkommen,  daß  auf  dem  Konvergenzkreise  der  Reihe 
F{x\  Xq,  7Jq)  oder  einer  aus  ihr  durch  analytische  Fortsetzung  entstandenen 
Reihe  ein  singulärer  Punkt  x  liegt,  für  den  die  Funktion  f(x,  y)  selbst 
aufhört  holomorph  zu  sein.  Um  die  VorstelUung  zu  fixieren,  nehmen  wir 
an,  daß  f{x,y)  eine  rationale   Funktion 

von  2/  sei,  wo  also  g(z,  y),  h{x,  y)  ganze  Funktionen  von  y  ohne  gemein- 
samen Teiler  bedeuten  mögen, 

g{x,  y)  =  a^ix)  4-  a^ix)  y  + h  a„{x)  y\ 

h{x,  y)  =  ßo{x)  +  ß,{x)  y  +  •  •  ■  +  ßm{x)  y»; 
die  Koeffizienten    at(a;),   ßuix)   mögen   beliebige   monogene   Funktionen 
von  X  sein.   Dann  sind  in  Betracht  zu  ziehen: 

1.  diejenigen  a;-Werte,  für  die  eine  oder  mehrere  der  Funktionen 
ak(x)^  ßk{x)  eine  Singularität  darbieten; 

2.  die  a:-Werte,  für  die  die   Nennerfunktion  h{x,  y)  unabhängig 
von  y  verschwindet; 

3.  die  Wertepaare  x,  y,   für  die   Zähler  und  Nenner   von  /(a;,  y) 
gleichzeitig  verschwinden, 

g{x,  y)  =  0,  h{x,  y)  =  0, 
deren  a;-Werte  also  der  durch  Elimination  von  y  zwischen  diesen 
beiden  Gleichungen  hervorgehenden  Resultantengleichung  ge- 
nügen müssen. 
Um  auch  die  Fälle  mit  zu  umfassen,  wo  die  Funktion  y  selbst  unendlich 
wird,  stellen  wir  der  Differentialgleichung  (1)  sogleich  die  Differential- 
gleichung (12)  (Nr.  11,  S.  39) 

(1*)  tl  =  -^vf^,!l=A(-^^) 


dx  V  '  2, 

1 
an  die  Seite,  die  aus  (1)  durch  die  Transformation  z  =      hervorgeht; 

/i(x,  z)  ist  wieder  eine  rationale  Funktion  von  z.    Wir  haben  dann  weiter 
als  singulare  Punkte  anzusehen: 

4.  Punkte,    für  die  die  Nennerfunktion  von  /^(x,  :)    unabhängig 
von  z  verschwindet,  und 

5.  x- Werte,  für  die  Zäliler  und  Nenner  von  /i(a\  0)   gleichzeitig 
verschwinden,  falls  solche  vorhanden  sind. 
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Diesen  Punkten  reiht  sich  iiiiLor  Umständen  noch  der  Punkt  x  =  oo  an; 
um  festzustellen,  wi('  sich  f{x,  y)  und  /^(a;,  z)  für  x  =  oo  verhalten,  hat 

man  in  den  Differentialgleichungen  (1)  und   (1*)  /  =      als  neue  unab- 

X 

hängige  Veränderliche  einzuführen  und  für  die  transformierten  Gleichungen 
den  Punkt  f  =  0  zu  untersuchen. 

Die  Punkte  der  eben  aufgezählten  Arten  —  wir  wollen  sie  generell 
mit  I  bezeichnen  —  sind  im  allgemeinen  singulare  Stellen  aller  Integrale 
von  (1);  sie  können  aus  der  Form  der  Funktion  /(a;,  y)  unmittelbar  abge- 
lesen werden  und  haben  mit  den  Anfangswerten  Xq,  ?/q  des  gerade  be- 
trachteten Integrals  nichts  zu  tun.  Wir  nennen  sie  die  festen  Singulari- 
täten,  oder  die  singulären   Stellen  der   Differentialgleichung. 

Hat  man  z.  B.  die  Differentialgleichung 

dy y_ 

dx~  {x  —  ^f 
aus  der  sich 

y  =  const.  e    ^—i 

ergibt,  so  ist  der  Punkt  ^  eine  solche  feste  Singularität  der  oben  unter  2. 
beschriebenen  Art.  Das  gleiche  gilt  für  a;  =  0  in  dem  Beispiel 

dy  _  Hy 
dx         X  ' 
dessen  Lösung  die  Form  hat: 

y  =  const.  x^-. 

Man  sieht  an  diesen  beiden  Beispielen,  daß  die  Lösung  einer  Differential- 
gleichung (1)  in  einem  solchen  festen  singulären  Punkte  nicht  algebroid 
zu  sein  braucht,  sondern  daselbst  eine  transzendente  Singularität  auf- 
weisen kann. 

Wir  wollen  der  Einfachheit  zuliebe  alle  verwickeiteren  Fälle,  wie  die, 
daß  die  festen  singulären  Punkte  Linien  oder  Flächenstücke  der  x-Ebene 
überall  dicht  erfüllen,  ausschließen  und  annehmen,  daß  diese  Punkte 
isoliert  liegen.  Sie  mögen  dann  durch  kleine,  sie  umgebende  Kurven 
aus  der  rc-Ebene  ausgeschnitten,  und  diese  Kurven  durch  Querschnitte  an 
den  Punkt  a;  =  oo  angeschlossen  werden.  Die  so  entstehende  einfach  zu- 
sammenhängende Fläche  bezeichnen  wir  mit  T.  Wir  fragen  nun  nach  dem 
Verhalten  der  aus  der  Reihe  F{x;Xo,yQ)  durch  analytische  Fortsetzung 
entspringenden  Integralfunktion  0{x;xQ,yQ)   im  Innern  von  T. 

Wenn  wir  bei  der  Fortsetzung  unserer  Reihe  F{x\  Xq,  y^)  auf  einem 
bestimmten  Wege  bei  einem  in  der  Fläche  T  gelegenen  Wert  x  =  x^  an- 
langen, und  es  ergibt  sich  in  diesem  Punkte  a^i  für  die  Integralfunktion 
0{x\  Xq,  yo)  ein  bestimmter  endlicher  oder  unendlich  großer  Grenzwert 

4* 


52         Zweites  Kapitel.     AUj^emeines  über  Differentialgleichungen  I.  Ordnung. 

lim  0{x;Xf,,y„)  =  y^, 

so  ist  wieder  oiiK'  Reihe  von  Fällen  zu  unterscheiden: 

la.  Bildet  or^,  y-y  ein  Wertepaar,  in  dessen  Umgebung  /(x,  y) 
holomorph  ist,  so  gehört  der  Punkt  x-y  dem  Innern  des  Konvergenz- 
kreises eines  Elements  der  Funktion  0  {x\  x^^  y^) '^)  an,  x^  ist  also 
ein  Punkt  des  Holomorphiebereichs  oder  ein  regulärer  Punkt  dieser 
Funktion. 

2a.  Ist  //]  =  00  und  verhält  sich  /^{a:.  z)  in  der  Umgebung  von 
a;  =  %,  z  =  0  holomorph,  so  hat  das  Element  der  Funktion 
0{x\  a;Q,  ?/o),  zu  dem  wir  auf  unserem  Fortsetzungswege  gelangt 
sind,  nach  den  Ergebnissen  der  Nr.  11  in  x-^^  einen  Pol. 

3a.    Ist  yy  ein  endlicher  Wert  und   wird  f{x,  y)  für  das  Werte- 

1 
paar  a:,,  y-,  unendlich,  so  daß    „       ,  holomorph  bleibt  und  für  x  =  x, 

/(a;.  y) 

nicht   unabhängig  von  y  verschwindet,  dann  hat  unser  Funktions- 
element in  Xj  einen  algebraischen  Verzweigungspunkt. 

4a.     Ist  ?/i  =  CO  und   wird  /i(x,  z)  für  x  =  Xj,  c  =  0  unendlich. 

1 
so  daß  holomorph  bleibt,  ohne  für  x  —  x^  unabhängig  von  z 

/i(x,  z) 

zu  verschwinden,  dann  hat  unser  Funktionselement  in  x  =  Xj  eine 
algebraische  Unendlichkeitsstelle. 
In  allen  diesen  vier  Fällen  verhält  sich  das  Integral  0  (x:  x^y,  y^) 
in  der  Umgebung  der  Stelle  Xy  von  T  algebroid,  hat  aber  in  den  Fällen 
2a,  3a,  4a  in  x^  eine  Singularität.  Der  singulare  Charakter  einer  solchen 
Stelle  Xj  geht  aber  aus  der  Natur  der  Funktion  /(x,  y)  nicht  ohne  weiteres 
hervor;  er  wird  vielmehr  z.  B.  im  Falle  3a  dadurch  bedingt,  daß  y^  eine 
Wurzel  der  Gleichung 

hixy,  y)  =  0 

ist.  Durch  geeignete  Abänderung  der  Anfangswerte  x^, ;/(,  ließe  es  sich 
erreichen,  daß  das  entsprechende  Integral  in  Xj  einen  endlichen  Wert  y[  er- 
hält, der  der  Gleichung  h{Xy^y)  =  0  nicht  mehr  genügt;  dieses  Integral 
wäre  also  in  der  Umgebung  von  Xj  holomorph.  Oder  anders  ausgedrückt: 
Bedeutet  x  einen  beliebigen  Punkt  der  Fläche  T,  so  hat  die  Gleichung 

h{x,  y)  =  0 
eine    gewisse    endliche    Anzahl    von    einander    verschiedener    Wurzeln 
^11  ^25  •  •  ■-,  '>!»■    Die  Integrale  von  (1),  die  die  singulären  Anfangsbedin- 
gungen X  =  X,  ?/  =  rji;  erfüllen,  haben  in  x  =  x  einen  algebraischen  Ver- 
zweigungspunkt:  es   kann   also    jeder    beliebige    Punkt. r  von    7"  als 

')  l'iilei    t'iueni  Elen^Mit   der  Funktion   'i\j:  .r^-  !/o^   veistetion   wir    dio  Keihe 
F{x:xt,  1/t)  oder  eine  aus  ihr  durch  analytische  Fortsetzung  entstandene. 
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ilgcbraischiT  ViirzweigungspunkL  eines  utlcr  mehrerer  Inlegral»;  von  (1) 
fungieren.  Man  nennt  darum  einen  solchen  singulären  Pui\kt  nach 
Fuchs    einen  mit  den  Anfangswerttm  verschiebbaren. 

Es  wäre  nun  noch  die  MögUchkeit  ins  Auge  zu  fassen,  dali  man  bei  der 
Fortsetzung  von  F(x;  rco,  ^/o)  einem  Punkte  x^  der  Fläche  T  begegnet, 
in  dem  die  Integralfunktion  0{x\  x,,,  v/o)  sich  überhaupt  keinem  bestimmten 
Grenzwerte  annähert.  P.  Painl(!ve  hat  aber  gezeigt  ^),  daß  dies  ausge- 
schlossen ist.    Er  schließt  folgendermaßen: 

Wir  denken  uns  das  Integral  F{x;  Xq,  v/n)  auf  einem  ganz  irmerhalb 
T  verlaufenden,  von  Xq  ausgehenden  Wege  />  fortgesetzt,  und  es  möge  x^ 
auf  diesem  Wege  der  erste  Punkt  sein,  für  den  es  zweifelhaft  ist,  ob  in  ihm 
das  Integral  y  =  0(.x;  x^,  v/q)  sich  einem  Grenzwert  nähert.  Es  seien 
''Iv  ^/2)  ■  •  1  Vn  ^ie  von  einander  verschiedenen  Wurzeln  der  Gleichung 
h{Xi,  y)  =  0,    dann  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden: 

1)  Es  gibt  ein  positives  ö  von  folgender  Beschaffenheit:  schließt 
man  aus  der  v/-Ebene  jeden  der  Punkte  r/i,  .  .  .,  ?y„  durch  einen  um  ihn 
beschriebenen  Kreis  mit  dem  Halbmesser  (5,  und  den  Punkt  7/  =  co  durch 

1 
den  um  ?/  =  0  mit  dem  Halbmesser  -1    beschriebenen  Kreis  aus,  wobei  d 

hinreichend  klein  zu  nehmen  ist,  und  nennt  den  so  entstehenden  Bereich 
B,\,^  so  möge  das  Integral  y  =  0{x\  x^,  y^)  in  beliebiger  Nähe  von  x  —  x^ 
Werte  annehmen,  die  in  B,)  liegen. 

2)  Ein  solches  ö  existiert  nicht. 

Im  letzteren  Falle  läßt  sich  daher  jedem  positiven  ö  ein  positives  e 
so  zuordnen,  daß  für  alle  Punkte  |von  L,  die  voi'  Xi  liegen  und  für  die 
\  X  —  x^l  <  e  ist,    eine  der  Ungleichungen 

1 
\y—7]i\<d,  \y  —  rj.,\<d,...,  \y~  r},,,  \  <  ö,  \y\>  -^ 

erfüllt  ist.  Und  zwar  gilt,  da  die  Abbildung  von  L  auf  die  y-Ebene  durch 
eine  stetige  Funktion  erfolgt,  für  alle  in  Betracht  kommenden  Punkte 
von  L  nur  eine  bestimmte  dieser  Ungleichungen.  Es  hätte  also  in  diesem 
Falle  y  =  0{x;  Xq,  v/o)  für  x  =  x^  entweder  einen  der  Werte  rji,  .  .  .,  rj„, 
oder    00  zum  Grenzwerte. 

Im  Falle  1)  dagegen  läßt  sich  zeigen,  daß  y  =  0{x;  Xq,  v/q)  ^""^  Punkte 
Xi  holomorph  ist.  Man  grenze  nämlich  um  x  =  x^  eine  Umgebung  \  x  —  Xi\ 
<  y  so  ab,  daß,  wenn  x  in  dieser,Umgebung  liegt,  alle  Wurzeln  der  Gleichung 
h{x,y)  =  0  den  Bereichen 

s  S  9 

I  y  —Vi  1  <  2 '  •  ■ "  I  y  — »/« I  <  2'  I  ^^^  I  ^  3 

'■)  Siehe  Painleve,  LeQons  etc.  S.  28;  vgl.  Picard,  Traite  II  (190.Ö),  S.  370. 
Im  folgenden  geben  wir  den  Beweis  von  Picard  in  einer  von  stud.  Pleßner  her- 
rührenden Fassune  wieder. 
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angehören.  Dann  bat  |  h  (x,  y)  \  in  B,y(i\ne  positive  untere  Schranke  und 
folghch  I  f{x,y)  I  ebenda  eine  obere  Schranke  M.    Schreibt  man  nun  für 

ein  a;,  das  auf  L  hegt,  und  dessen  Ahstand  von  Xj  kleiner  ist  als  -,  als  An- 

fangswert  eines  Integrals  einen  y-VJert  vor,  der  dem  Bereiche  Bs  angehört, 
so  wird  z.B. der  Cauchysche  Konvergenzradius  dieses  Integrals  oberhalb 
einer  angebbaren,  positiven  Schranke  //liegen.  Setzt  man  0{x;x„,y(^) 
längs  L  analytisch  fort  und  wählt  einen  Zwischenpunkt  x,  dessen  Abstand 
von  Xi  kleiner  ist  als  die  kleinere  der  Größen  -o  y  und  //,  und  für  den  der  zu- 
gehörige Integralwert  dem  Bereiche  B,")  angehört,  so  fällt  x^  in  den  zu  diesem 
x-Werte  gehörigen  Cauchy  sehen  Konvergenzkreis,  das  betreffende  Integral 
ist  also  in  x-i  holomorph.  Solche  a;-Punkte  existieren  aber  nach  dem  Vorher- 
gehenden für  unser  Integral  0{x\  Xo,  yo)  stets,  und  damit  ist  der  Beweis  für 
unsere  Behauptung  geliefert.    Wir  haben  also  den  Satz  von  Painleve: 

Innerhalb  der  Fläche  T  verhält  sich  jedes  Integral  der 
Differentialgleichung  (1)  algebroid  ;  die  verschiebbaren  singu- 
lären  Stellen  eines  solchen  Integrals  können  also  nur  Pole 
oder  algebraische  Verzweigungspunkte  sein. 

Den  grundsätzlichen  Unterschied  zwischen  festen  und  mit  den  Anfangs- 
werten verschiebbaren  singulären  Punkten  hat  zuerst  (1884)  Fuchs  her- 
vorgehoben ^),  nachdem  schon  früher  M.  Hamburger  2)  das  Auftreten 
von  verschiebbaren  .Singularitäten  an  Beispielen  gezeigt  hatte.  Ein  ein- 
faches Beispiel  ist  die  Gleichung 

du       X 

£+  y  =  Ö'  Six,  y)^  —  X,  h{x,  y)  =  y, 

deren  allgemeines  Integral  der  Gleichung 

x^  -{-  y^  =  const. 
genügt.     Soll  für  einen  von  Null  verschiedenen  Wert  x^  von  x.y  =  0  sein 
so  wird 

y  =  \  xl  —  x^. 
Da  für  2/  =  0  die  Nenneifunktion  h  (x,  ?/)  verschwindet,  hat  man  es  hier 
mit  dem  in  der   Nr.  10  behandelten  Falle  zu  tun,  und  in  der  Tat  ergibt 
sich  in  der  Umgebung  von  x  =  Xq  eine  Entwicklung  von  der  Form 

y  =  {x  —  XoYh  {Öq  +  Ö^ix—  Xq)  -\-  ■  •  •), 
die  nach  gebrochenen  Potenzen  von  x  —  .r„  fortschreitet. 


1)  Fuchs.  Werke  11.  S.  35n. 

■')  M.  llanibiirsrcr.  froilos  .lournal.  Hd.  8:5  (1877).  S.  18ti. 
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15.  Diiferential^L^leicliuiigon  mit  festen  Verzweigungspunkten. 
Riecatisclie  Differentialgleichung. 

Boi  dor  analytischen  Fortsntzung  eines  durch  reguläre  Anfangswerte 
^  =  ^0' y  =  ?/o  bestimmten  Integrals  der  Differentialgleichung  (1)  geben 
die  innerhalb  der  Fläche  T  gelegenen  verschiebbaren  Verzweigungspunkte 
zu  besonderen  Schwierigkeiten  Anlaß.  Denken  wir  uns  nämlich,  es  wäre 
das  Verhalten  der  Integrale  in  der  Umgebung  der  festen  Singularitäten  | 
bekannt,  dann  wüi'de  hierdurch,  wenn  innerhalb  T  keine  singulären  Stellen 
vorhanden  wären,  der  analytische  Charakter  der  Integrale  in  der  ganzen 
r-Ebene  bekannt  sein.  Die  Wertänderungen,  die  ein  Integral  bei  der  Fort- 
setzung auf  einem  beliebigen  Wege  erfährt,  wären  auch  in  dem  Falle  durch 
das  Verhalten  in  der  Umgebung  der  ausgeschlossenen  a;- Werte  vollkommen 
bestimmt,  wenn  die  Integrale  innerhalb  T  zwar  noch  Pole,  aber  keine 
Verzweigungspunkte  besäßen,  d.  h.  wenn  die  Integrale  innerhalb  T  den 
Charakter  rationaler  Funktionen  zeigten.  Es  wird  also  jedenfalls 
diejenige  Klasse  von  Differentialgleichungen  der  Form  (1)  als  die  einfachste 
zu  gelten  haben,  für  die  dieser  Fall  eintritt,  deren  Integrale  also  keine 
mit  den  Anfangswerten  verschiebbaren  Verzweigungspunkte  besitzen. 

Die   Frage   nach   den   Differentialgleichungen    erster   Ordnung   von 

dieser  Beschaffenheit  hat  Fuchs ^)   zuerst   formuliert   und    erledigt,  und 

dy 
zwar  in  dem  allgemeinen  Falle,  wo    ,     nicht   als  rationale,   sondern  als 

dx 

implizite  algebraische  Funktion  von  y  gegeben  ist.    Indem  wir  diese  Frage 

zunächst  in  dem  Falle  einer  Differentialgleichung  von  der  Form  (1),  wo 

f{x^y)    eine  rationale  Funktion  von  y  bedeuten  möge,   zu   beantworten 

suchen,  werden  wh  zu  einer  hervorragend  wichtigen  und   interessanten 

Klasse  von  Differentialgleichungen  geführt  werden.     Wir  betrachten  also 

wieder  die  Differentialgleichung  (1) 

dz       I  ^     -J '       fii^x,  y)' 

und  es  sei  Xq  ein  beliebiger  innerhalb  T  gelegener  Punkt.  Es  seien  ferner 
&i,  621  •  •  •»  b,„  die  Wurzeln  der  algebraischen  Gleichung 

(14)  Ä(ao,  y)  =  0, 

dann  werden  diejenigen  Integrale  von  (1),  die  für  x  =  Xq  einen  der  Werte 
b^  annehmen,  nach  den  Ergebnissen  der  Nr.  10  in  x^^  einen  Verzweigungs- 
punkt besitzen. 

Wenn  wir  also  erreichen  wollen,  daß  die  Integrale  der  Differential- 
gleichung (1)  keine  verschiebbaren  Verzweigungspunkte  besitzen,  so  wird 

1)  Fuchs,  1884,  Werke  IL  S.  355. 
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zunächst  ^)  die  Gloichung  (14)  für  keinen  Wert  Xq  eine  endliche  Wurzel 
haben  dürfen,  d.  h.  es  muß  h{x^  y)  von  y  unabhängig,  also  eine  Funktion 
von  X  allein  sein.  Diese  denken  wir  uns  in  die  Koeffizienten  von  g(a;,  y) 
einbezogen,  die  Differentialgleichung  hat  also  notwendig  die  Gestalt: 
dv 

(ix  ^  ^■^'  ^^  ^  ""^"^^  "^  "^^^'^  y  '^  — ^  '-^"^^^  y"' 

Es  kann  nun  noch  ein  willkürlicher  Punkt  Xq  der  Fläche  T  als  Ver- 
zweigungspunkt eines  Integrals  fungieren,  wenn  dieses  Integral  für  x  =  Xq 
unendlich  wird.    Setzen  wir  also  wie  in  der  Nr.  11 

1 

so  wird  auch  in  der  Differentialgleichung  für  z 

-i  =  —  22  gr  U     \  =  —  a„  {x)  z^  —  ai(x)  z  —  oe.^  [x] 

1  1 

—  (hix)  ^ an{x)  ^„_^ 

die  rechte  Seite  eine  ganze  rationale  Funktion  von  z  sein  müssen,  d.  h. 
es    muß 

a^{x)  =  0,  .  .  .,  <in{x)  =  0 
sein.    Die  Form  der  Differentialgleichung  (1) 

{ib)  f^  =  a,{x)  +  a,{x)  y  +  a,{x)  y^ 

ist  also  notwendig,  aber  offenbar  zugleich  hinreichend  dafür,  daß  die 
Integrale  keine  mit  den  Anfangswerten  verschiebbai^en  Verzweigungs- 
punkte besitzen;  man  bezeichnet  eine  Differentialgleichung  von  der  Form 
(15)  gewöhnlich  als  Riccatische  2). 

Die  singulären  Stellen  |  dieser  Differentialgleichung  sind  die  singu- 
lären  Punkte  der  drei  Koeffizienten  aQ{x\  a^ix),  a^ix),  denen  sich  im 
allgemeinen  noch  der  Punkt  a;  =  oo  hinzugesellt.  Schließen  wir  diese 
aus  und  legen  dann  die  Querschnitte  nach  dem  unendlich  fernen  Punkte 
hin,  so  sind  in  der  so  entstehenden  einfach  zusammenhängenden  Fläche  T 
die  Integrale  eindeutig,  können  daselbst  aber  noch  Pole  besitzen,   deren 


^)  Vergl.  für  das  folgende  nebst  Fuchs   a.  ;i.  O.  uocli  Picard.  Traitr  II  1 1905). 

S.  373;  Painleve.  Le<jons,  S.  23. 

2)  Conte  .lacopo   di  Riccati  behandelt  (Acta  cruditoruni.    1723.   S.  502 - 

514  und  Suppleraentum  VIII,  1724,  S.  68—73)  eine  Differentialgleichung,  die  Daniel 

Bernoulli  (ebenda.  1725,  S.  473— 475)  auf  die  Form 

dl/ 
■'  +  ay-+  bx»'  =  t» 

reduziert  (vergl.  auch  L.  Euler.  Instit.  calc.  integralis  I.  art.  43Üff..  Opera,  ser.  I. 
vol.  11,  S.  276  ff.),  und  die  offenbar  einen  speziellen  Fall  von  (15)  darstellt. 
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Lage  von  der  Wahl  <l(!r  Anfangsworto  abhängt.     Verlangen  wir  auch  noch, 
daß  solche  verschiebbare  Pole  nicht  vorhanden  sein  sollen,  so  darf  für  einen 
beliebigen  Punkt  Xq  von  T  kein  Integral  y  von  (1 )  vorhanden  sein,  das  dort 
unendlich  wird,  also  kein  Integral  z  von 
dz 

das  in  der  Umgebung  von  a:  =  Xj,  holomorph  ist  und  fürrc  =  a;„  verschwindet, 
ohneidentisch  Null  zu  sein.  Darausfolgt  aber,  daß  a^ix)  für  jeden  Punkt 
von  r,  also  identisch  verschwinden  muß,  und  diese  Bedingung  ist  offen- 
bar auch  hinreichend.  Die  Differentialghnchungen  der  Form  (1),  die  über- 
haupt keine  verschiebbaren  singulären  Stellen  haben,  lauten  demnach 

dy 

^^=  «o(-f)  +  ya^U)^ 

dy 
d.  h.  sie  sind  linear  in  y  und       . 

dx 

Für  die  allgemeine  Riccatische  Differentialgleichung  kann  man  aus 
der  Eigenschaft,  daß  ihre  Lösungen  innerhalb  von  T  keine  anderen  Singu- 
laritäten als  Pole  besitzen  können,  auf  die  Art  und  Weise  schließen,  wie 
ein  Integral  dieser  Differentialgleichung  von  seinen  Anfangswerten  abhängt. 

Es  sei  nämlich  Xq  ein  beliebiger  innerhalb  T  gelegener  Punkt  und  y^ 
ein  willkürlicher  endlicher  Wert;  denken  wir  uns  das  Integral  F  {x\  .Tq,  y^)^ 
das  fiü'  x  =  Xq  gleich  ?/o  wird,  längs  eines  ganz  innerhalb  T  verlaufenden 
Weges  nach  einem  Punkte  x  fortgesetzt,  so  wird  der  sich  für  das  Integral 
in  diesem  Punkte  ergebende  Wort  ?/ nur  von  a:  und  von  den  Anfangswerten 
Xq,  i/o  abhängen.  Es  sei  Xq  fest,  y^  dagegen  veränderlich,  so  ist  also  y  eine 
Funktion  von  ?/o,  die  auch  noch  von  x  abhängt.  Nun  ist  nach  Nr.  12  y  eine 
monogene  Funktion  von  y^;  es  ist  aber  auch  eine  eindeutige  Funktion 
von  yQ.  Denn  bei  festem  Xq  ist  der  Wert  der  Integralfunktion  im  Punkte 
a;,  bei  Fortsetzung  innerhalb  T,  durch  den  Anfangswert  y^  eindeutig  be- 
stimmt, weil  ja  in  T  keine  Verzweigungspunkte  liegen.  Dieser  Integralwert 
ist  überdies  für  jedes  y^  (auch  y^  =  oo)  ein  wohlbestimmter  endlicher 
Wert  oder  unendlich  groß,  folglich  kann  diese  eindeutige  Funktion  auch 
keine  anderen  singulären  Stellen  als  Pole  besitzen,  sie  ist  also  nach  einem 
bekannten  Satze  der  Funktionentheorie  ^)  eine  rationale  Funktion: 
d.  h.  y  ist  eine  rationale  Funktion  von  y^^  deren  Koeffizienten 
natürlich    noch    von   x  abhängen. 

Nun  können  wir  aber  (siehe  Nr.  12,  S.  44)  die  Gleichung 

y  =  F{x;Xo,yo) 
auch  in  der  Form 

yo  =  F{XQ;x,y) 

M  Siehe  z.  B.  Osgood.  a.a.O.  S.  330,  Knopp.  a.a.O.  S.  13G. 
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schreiben.  Was  wir  füi"  y  als  Funktion  von  z/o  erschlossen  haben,  gilt  also 
genau  ebenso  für  ^o  als  Funktion  von  ?/;  d.  h.  es  ist  auch  y^  eine  ratio- 
nale Funktion   von  y. 

Wenn  aber  zwischen  zwei  veränderüchen  Größen  eine  solche  Be- 
ziehung besteht,  daß  jede  eine  rationale  Funktion  der  andern  ist,  so  muß 
jede  dieser  Größen  eine  lineare  gebrochene  oder  ganze  Funktion  der  andern 
sein;  es  ist  folglich 

wo  natürhch  A,  B,  C,  D  noch  von  x  abhängen  ^). 


16.  Form  des  allgemeinen  Integrals. 

Um  die  Beschaffenheit  der  in  (16)  auftretenden  Koeffizienten  A,B. 
C,  D  als  Funktionen  von  x  genauer  festzustellen,  kann  man  die  folgende 
Erwägung  anstellen. 

Wir  definieren  durch  ihre  Anfangswerte  ■)]q,  Coi  ^o'  Vo  i"^  Punkte 
X  ^  Xq  vier  Integrale  ry,  C,  »^'  y  der  Riccatischen  Differentialgleichung. 
Dann  ist 

Ario  +  B      .  _  AU-^B  _  A^^  +  B 

^^'^       '^-Cyjo-^D'     ^-CCo-^D'     '^"C&.-hD' 

_Ay^  +  B 
^-Cyo+D- 
Denken  wir  uns  nun  die  beiden  durch  die  Relation 

_  A[  -\-B 
^-  Ct+D 
verknüpften  Variabein  t  und  r  in  bekannter  Weise  durch  die  Punkte  zweier 
geraden  Linien  repräsentiert,  so  statuiert  diese  Relation  eine  gegenseitig 
eindeutige  Beziehung  zwischen  den  Punkten  jener  Geraden,  von  der  man 
in  den  Elementen  der  analytischen  Geometrie  zeigt,  daß  sie  die  allgemeinste 
projektive  Beziehung  darstellt.  Diese  Beziehung  ist  aber  bekannthch 
dadurch  charakterisiert,  daß  das  Doppelverhältnis  von  vier  Punkten  der 
einen  Geraden  gleich  dem  Doppelvorhältnisse  der  vier  entsprechenden 
Punkte  der  anderen  Geraden  ist.   Den  vier  Punkten 

^  ^^  '?oi  ?o»  ^0'  yo 
der  r-Geraden  entsprechen  aber  nach  (17)  die  vier  Punktr 

t  =  ?;,  C,  '&,  y 
der  f-Geraden;  setzt  man  also   wie  üblich  einen  Wert  des  Doppelverhält- 
nisses der  vier  Punkte  ?;,  ;,  .>,  y,  z.  B. 

♦ 

1)  Vergl.  für  diese  Sclilußweise  Poincare.  Acta  Matliematica.  Bd.  VII  (188ö). 
S.  9:  ferner  l'icard.  a.  a.  0.  S.  374. 
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irsl  ■■  f^  =  (;/.  c, ./, »), 

so    ist 

(y,  C,  ^/,  '>)  =  (2/0.  Co,  »?07  ^0), 

(1.  h.  der  Wert  dieses  Doppelverhältnisses  ist  eine  von  x  unabhängige 
Größe  r.   Aus  der  Gleichung 

(y,  C,  rj,  i9)  =  r, 

die  übrigens  auch  durch  Elimination  der  A^  B,  C,  D  aus  den  Gleichungen 
(17)  direkt  hervorgeht,  ergibt  sich  nun  für  y  der  Ausdruck: 

und  wenn  man  hierin  F  als  willkürliche  Konstante  ansieht,  so  stellt  dieser 
Ausdruck  das  allgemeine  Integral  der  Riccatischen  Differential- 
gleichung dar. 

Dieses  allgemeine  Integral  setzt  sich  also  rational  aus 
drei    partikulären    Integralen    ?^,  ^,  C    zusammen  ^). 

Die  Formel  (18)  ist  natürlich  mit  der  Formel  (16)  vollständig  äqui- 
valent, während  hier  F  als  willkürliche  Konstante  fungiert,  so  dort  y^; 
die  Formel  (18)  läßt  aber  die  Beschaffenheit  der  in  (16)  mit  A,  B,  C,  D 
bezeichneten  Funktionen  von  x  hervortreten. 

Die  durch  (18)  dargestellte  Eigenschaft  des  allgemeinen  Integrals 
der  Riccatischen  Differentialgleichung  läßt  sich  auch  direkt  in  die  Eigen- 
schaft dieser  Differentialgleichung  umsetzen,  von  der  wir  ausgegangen 
waren.  In  der  Tat  zeigt  die  Gleichung  (18)  unmittelbar,  daß  nur  diejenigen 
Werte  von  x  als  Verzweigungspunkte  des  allgemeinen  Integrals  fungieren 
können,  für  die  eine  der  Funktionen  7],  C?  ^  eine  Verzweigung  erfährt, 
diese  sind  aber  natürlich  mit  i",  oder  was  dasselbe  ist,  mit  dem  Anfangs - 
werte  z/o  von  y  nicht  verschiebbar.  Überhaupt  hängt  die  Eigenschaft 
einer  Differentialgleichung,  nur  feste  Verzweigungspunkte  zu  besitzen, 
aufs  engste  damit  zusammen,  ob  sich  das  allgemeine  Integral  als  rationale 
Funktion  gewisser  partikulärer  Integrale  darstellen  läßt.  Ist  das  allgemeine 
Integral  rational  durch  gewisse  partikuläre  Integrale  darstellbar,  so  sind 
die  Verzweigungspunkte  nicht  verschiebbar;  ist  es  sogar  ganz  und  rational 
durch  eine  Anzahl  pai-tikulärer  Integrale  darstellbar,  so  sind  auch  die  Pole 
fest  ^).     Unter  den  Differentialgleichungen  von  der  Form  (1)  ist  also  die 

M  Dieser  Satz  rührt  von  Eduard  Weyr  her,  Abhandlungen  der  böhni. 
Gesellsch.  d.  Wissensch.  (6),  8  (1875),  S.  30;  vergl.  auch  u.  a.  Königsberger. 
Lehrbuch   der  Theorie  der  Differentialgleichungen  (Leipzig  1889),  S.  322. 

-)  Vgl.  hierzu  Koenigsbe  rger .  a.  a.  0.  S.  96ff.  und  Acta  Mathematica,  Bd. 
111(1883).  S.  Iff. 
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Riccatische  die  einzige,  deren  allgemeines  Integral  durch  gewisse  parti- 
kuläre Integrale  rational  dargestellt  werden  kann  ^). 
Für  die  linearo  Differentialgleichung 

(19)  f^  =  «0  +  ai  7/, 

die  auch  keine  verschiebbaren  Pole  besitzt,  muß  in  dem  Ausdruck  (16) 
der  Nenner  Cy^  -\-  D  sich  auf  eine  Konstante  reduzieren,  da  ja  sonst  y^ 
stets  so  bestimmt  werden  könnte,  daß  Cy^  +  -ö  für  einen  beliebigen  in  T 
gelegenen  a;-Punkt  verschwindet.  Das  allgemeine  Integral  von  (19)  ist 
also  eine  ganze  lineare  Funktion  der  Integrationskonstanten  y^-^  das  läßt 
sich  in  diesem  einfachen  Falle  auch  direkt  zeigen,  indem  man  das  allge- 
meine Integral  einer  solchen  ,, linearen  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung" durch  Quadraturen  darstellt  ^).   Setzt  man  nämlich 

y  =-  UV. 
so  ergibt  die  Differentialgleichung: 

d{uv)  dv        du 

dx     =  "'dx'^'dx-''^-^"^'''- 
Bestimmen  wir  nun  v  so,  daß  es  der  Differentialgleichung 

(20)  ^;=a,<, 

Genüge  leistet,  so  ergibt  sich  (vgl.  Nr.  4,  S.  16)  nach  Division  durch  v  und 
Integration 

log  V  —  fa^dx  +  log  c, 

wo  c  eine  willkürliche  Konstante  bedeutet,  also 

fll]  (Ix 

V  =  c  .  e 
Die  Differentialgleichung  (20)  geht  aus  (19)  hervor,  indem  man  das 
von  der  unbekannten  Funktion  unabhängige  Glied  wegläßt;  sie  ist  eben- 
falls linear,  aber  zugleich  homogen,  weil  sie  eben  kein  Glied  enthält,  das 
nicht  die  unbekannte  Funktion  oder  ihre  Ableitung  als  Faktor  besitzt 
Man  nennt  (20)  wohl  auch  die  zur  kompletten  Gleichung  (19)  gehörige 
reduzierte  Gleichung.  Das  allgemeine  Integral  v  von  (20)  ist  also  durch 
eine  Quadratur  dargestellt. 

Nehmen  wir  die  Konstante  c  =  1,  also 

V  =  e- 

')  Daß  das  Doppelverhältnis  von  vier  Integralen  der  Riccatischen  Differential- 
gleichung eine  konstaute  (irößc  ist.  läßt  sich  auch  direkt  aus  der  Differential- 
gleichung nachweisen,  siehe  z.  15.  Koenigsberger.  a.a.O.:  Picard,  Traite 
I  (1901),  S.  43(). 

*)  Vgl.  .loh.  lieinoiilli    U^y*),  Opera  1  (,1742).  .s.  17.'). 


Hi.  Form  des  allpptiu'inon  Intoprals.  ß] 


80  ergibt  sich  für  a  die  Differentialgleichung 

du 


oder 

woraus  durch  Integration 


%/.r  =  ^^" 


du  /  «,  dJt 


a^e       "'   '  dx  +  C 


folgt,  wo  C  eine  willkürliche  Konstante  bedeutet.    Wir  erhalten  demnach 
das  allgemeine  Integral  y  von  (19)  in  der  Form 

C  -f  I  «0  ^         '     ''^ 


(21)  y  =z  ji  t>  =  e-' 


also  als  ganze  lineare  Funktion  von  C. 

Wir  bemerken,  daß  die  allgemeinere  Differentialgleichung 

(22)  ny)%+  f(y)<p{^)  =  x{x), 

wo  i{y)  eine  beliebige  Funktion  von  y,f'{y)  deren  Ableitung  bedeutet, 
durch  die  Substitution 

z  =  m 

auf  die  lineare   Differentialgleichung 

dz 

dx  +  ^'^^^^  ""  ^^^^ 
zurückgefühi't  werden  kann.    Die  sogenannte  Bernoullische  Differential- 
gleichung (vgl.  das  Zitat  S.  60) 

dy 

y^  dx'^  9'(^)2/''+^  =wi^)y'' 

verwandelt  sich  nach  Multiplikation  mit 

{p  —  q+  i)y-i 
in  einen  speziellen  Fall  der  Differentialgleichung  (22).  wo  nämlich 

Diese  ist  also,  ebenso  wie  die  Gleichung  (22)  selbst,  durch  Quadraturen 
integrierbar. 

Wenn  es  gelungen  ist,  die  Integration  einer  vorgelegten  Differential- 
gleichung auf  Quadraturen  zurückzuführen,  so  ist  dadurch  zur  vollstän- 
digen Lösung  des  Integrationsproblems  in  dem  von  uns  formulierten  Sinne 
(Nr.  5,  S.  20)  nur  ein  erster  Schritt  getan.  Denn  wenn  es  im  allgemeinen 
schon  bedeutende  Anstrengungen  erfordert,  die  analytische  Beschaffen- 
heit der  durch  eine  einfache  Quadratur  dargestellten  Funktion  zu  ergründen, 
so  ist  die  Untersuchung  eines  Ausdruckes,  der  aus  mehreren  Quadraturen 
zusammengesetzt  ist,  natürlich  noch  viel  komplizierter.    In  der  historischen 
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Entwicklung  der  Wissenschaft  spielen  solche  Differentialgleichungen, 
deren  Integration'sich  auf  Quadraturen  zurückführen  läßt,  insofern  eine  ge- 
wisse Rolle,  als  einerseits  die  Quadratur  gewissermaßen  die  einfachste 
Quelle  neuer  Funktionsklassen  bildet,  und  andererseits  die  für  die  ange- 
näherte Berechnung  einer  Quadratur  schon  von  Newton  ab  ausgebildeten 
verschiedenartigen  Methoden  für  die  Wertbestimmung  des  Integrals 
einer  Differentialgleichung  nutzbar  gemacht  werden  konnten,  wenn  es 
gelang,  dieses  Integral  durch  Quadraturen  darzustellen.  Wir  finden  daher 
bei  den  älteren  Analysten  vielfach  das  Bestreben,  eine  zur  Integration 
vorgelegte  Differentialgleichung  solchen  Transformationen  zu  unter- 
werfen, daß  dann  die  Darstellung  des  Integrals  durch  Quadraturen  möglich 
wird.  Nun  gelingt  es  aber  nur  in  den  seltensten  Fällen,  eine  solche  Trans- 
formation ausfindig  zu  machen;  das  Problem  der  Integration  wird  also 
durch  das  Bestreben,  derartige  Transformationen  aufzufinden,  nicht 
nur  verschoben,  sondern  außerordentlich  beschränkt,  in  ähnlicher  Weise 
etwa,  wie  wenn  man  sich  in  der  Algebra  die  Aufgabe  stellte,  eine  gegebene 
algebraische  Gleichung  durch  bloße  Anwendung  von  Wurzelzeichen  auf- 
zulösen. So  interessant  an  sich  die  Aufgabe  ist,  diejenigen  Differential- 
gleichungen aufzustellen,  deren  Integration  sich  auf  Quadraturen  zurück- 
führen läßt,  so  muß  doch  dieser  Aufgabe  als  einer  ganz  speziellen  der  ihr 
gebührende  Platz  in  der  systematischen  Theorie  angewiesen  werden, 
keinesfalls  darf  sie  als  das  einzige  oder  erstrebenswerteste  Ziel  in  den 
Vordergrund  der  Theorie  gerückt  werden.  In  neuerer  Zeit  ist  es  Lie  ge- 
lungen, durch  die  von  ihm  begründete  Theorie  der  Transformations- 
gruppen (deren  Anwendung  in  der  Theorie  der  Differentialgleichungen 
allerdings  viel  weiter  reicht)  Methoden  zu  ent\säckeln,  die  zu  einer  Lösung 
der  gedachten  Aufgabe  führen  können^);  wir  begnügen  uns  damit,  auf 
diese  schöne  und  wichtige  Theorie  hingewiesen  zu  haben,  und  wollen  uns 
jetzt  waeder  der  Untersuchung  der  allgemeinen  R  i  c  c  a  t  i  sehen  Differential- 
gleichung  zuwenden. 

17.  Zusamiiienhaiig  der  Riccatischen  Differentialgleiehiing 
mit  linearen  homogenen  Differentialgleichungen. 

Die  allgemeine  Riccalische  Differentialgleichung  (15) 

dy  o 

^  =  Oo  -f  Ol  1/  +  aa  ?/-, 

wo  Ca  '-\-  0  ist,  kann  nicht  durch  Quadraturen  integriert  werden  -);  aber 
*)  Vgl.  die  von  Scheffers  herausgegebenen  „Vorlesungen  über  Differential- 
gleichungen'* (Leipzig  1891). 

^)  Ein   direkter  Beweis  dieser  Behauptung   ergibt   sich   z.  B.    aus   den  Unter- 
suchungen von  E.  Vessiot.  Annales  de  ificole  Normale  (3)  9  (1892).  S.  197 ff. 


1*2 

ergibt.     Die  der  Substitution  y  =    -  (siehe  Gl.   (24))    noch   anhaftende 
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ähnlich,  wie  im  Falle  a^,  =  0  eine  Zurückführung  auf  die  homogene  lineare 
Differentialgleichung  (20)  und  eine  Quadratur  möglich  war,  kann  im  Falle 
a^  I  0  die  Gleichung  (15)  auf  ein  System  von  zwei  linearen  homogenen 
Differentialgleichungen  von  der  Form 

(23)  da, 

^l^     =   «1012  +    'i2"22 

zurückgeführt  werden,  wo  die  a,,.{iji  —  i,2)  monogene  Funktionen 
von  X  bedeuten.   Dazu  braucht  man  nur  zu  setzen 

(24)  y  =   -^    a„  =  a^a,    a^  =  ~  (Ou  —  a.,,),    «2  =  —  Oai. 
woraus  sich,  wenn  wir  die  Ableitungen  nach  x  durch  Akzente  bezeichnen, 

i  U  U/ 

y'   =  j^,   ('il  f*2  —  «2  K)   =   «0  +    «1  jf  +    «2  j^-L 

(25)  IZ-i  Mg  llo  Uy  =   Oq  U^  +   Cti  Ui  1*2  +   "2  «1 

=  —  («n  «1  +  «21  '^2)  »2  +    («12  "1  +  «22  «*2)   "1 
h 

Willkür  gestattet  nun,  etwa  für  u^  die  erste  der  Gleichungen  (23)  anzu- 
nehmen, worauf  dann  aus  (25)  für  Ug  die  zweite  der  Gleichungen  (23) 
folgt. 

Hat  man  umgekehrt  ein  beliebig  vorgelegtes  System  von  der  Form 

w, 
(23),   so  befriedigt  der  Ausdruck  ?/ =    "  die    Riccatische  Differential- 

Mj 

gleichung 

y'  =  «12  +  («22  —  «11)  y  —  «21  y"^- 

Beim  Übergang  von  der  Riccatischen  Gleichung  (15)  zu  dem  System 
(23)  haben  wir  noch  in  der  Gleichung 

«1  =  —  («11  —  022) 

des  Gleichungssystems  (24)  eine  Unbestimmtheit,  die  wir  zur  Verein- 
fachung des  Systems  (23)  benutzen  können.  Nehmen  wir  a^  =  0,  so 
ergibt  sich 

»i  =  —  a,  Ü25     *4  =  «0  «1  +  ^1  ^-ii 
und  indem  wir  die  erste  dieser  Gleichungen  noch  einmal  differentiieren 
und  für  Uo,  und  ii'^  ihre  Werte  einsetzen, 

(26)  Oa  u'l  —  (ag  a^  +  02)  u\  +  Oq  a\  «1  =  0. 

Es  ist  dies  eine  homogene  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
für  lii,  und  der  Zusammenhang  zwischen  der  Riccatischen  Gleichung 
(15)  und  dieser  Gleichung  wird  durch  die  Beziehung 
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1   (/  los  w, 

(2')  ■  ■^  =  -«.      dx 

vermittelt.   Man  nennt  (27)  die  Berno  uilische  Transformation. 

Durch  ihre  Anwendung  haben  wir  die  Ordnung  der  Differential- 
gleichung erhöht,  dies  scheint  äußerlich  eine  Erschwerung  zu  sein,  ist  aber 
in  Wirklichkeit  eine  Erleichterung,  da  wir  durch  diese  Transformation 
erreicht  haben,  daß  die  Integrale  u  der  neuen  Differentialgleichung  nicht 
nur  keine  verschiebbaren  Verzweigungspunkte,  sondern  auch  keine  ver- 
schiebbaren Pole  besitzen. 

Wir  weisen  dies  zunächst  direkt  nach,  indem  war  aus  (27)  für  u  den 
Ausdruck 

u  =^  ce 

berechnen,  wo  c  eine  willkürliche  Konstante  bedeutet,  und  das  Verhalten 
von  u  untersuchen,  wenn  y  iür  x  —  Xq  einen  verschiebbaren  Pol  besitzt. 
Machen  wir  in  der  Ri  cca tischen  Differentialgleichung  die  Substitution 

1 

//  =  ,  , 

wodurch  für  z  die  Differentialgleichung 

dz  ,       ,,  . 

dx^~~  ^""     "^  "i^  "^  '^2) 

hervorgeht,  so  ist  für  x  =  x^  das  betreffende  2  =  0,  also 

dz' 


J^^^  ^  —  02(2^0)- 


Wenn  nun  a-^ix^)  -|  0  ist,  so  haben  wir  in  der  Umgebung  von  % 
für  z  die  Entwicklung 

z  =  —  a^ixo)  ■  {X  —  Xq)  +  y^ix  —  x^,f  +     •  •. 
woraus  sich 

?'= 1= «;^.l).x-.ji +^'>^ -■'■»>+ •■•I 

ergibt.  Da  für  x  =  rr„  die  Funktion  a^  {x)  jedenfalls  als  holomorph  voraus- 
gesetzt werden  muß  (sonst  wäre  eben  x  =  Xq  ein  fester  singuläi-er  Punkt 
der  Differentialgleichung),  haben  wir  in  der  Umgebung  von  .t  =  .ro*. 

also 

—  /  «2(.t)  -y-dx^j  \^^_  ^  +  yo  +  Yi(^  —  ^Vo)  -\-  ■  ■  -jä^ 

=Aog(x  —  %o)^  W  —  '^o)' 
wo  '^{x  —  Xf,)  eine  gewöhnliche  Potenzreihe  von  .j  • — ,)„  bedeutet.    Hier- 
nach ist  in  der  Umgebimg  von  .1  =  XqI 


17.  Zusainmonhang  mit  liii.  hornofr.  Differentialgleichungen.  (iö 

u=-.c{x  —  Xo)  %{x  —  X^),    ^{X  —  To)  =  ß^<*— o), 
II  ist  also  in  der  Umgebung  von  x  =  Xq  holomorph. 

Die  Bedingung,  daß  Uiix)  für  x  =  Xo  einen  von  Null  verschiedenen 
Wert  habe,  ist  für  dieses  Resultat  wesentlich. 

Dividieren  wir  die  Differentialgleichung  (26)  durch  Ug,  so  erhält 
sie  die  Form 

da  a  in  der  Umgebung  einer  Stelle,  wo  y  selbst  holomorph  ist,  offenbar 
ebenfalls  holomorph  bleibt,  haben  wir  das  wichtige  Resultat : 

Reduziert  man  in  der  homogenen  linearen  Differential- 
gleichung (26)  den  Koeffizienten  der  höchsten  Ableitung 
auf  Eins,  so  ist  das  allgemeine  Integral  dieser  Gleichung 
holomorph  in  der  Umgebung  jeder  Stelle  x,  für  die  die  Koeffi- 
zienten der  Differentialgleichung  selbst  holomorph  sind. 
Die  einzigen  singulären  Punkte  der  Integrale  sind  die  singu- 
lären  Stellen  der  Koeffizienten,  diese  sind  also  sämtlich 
fest;  wir  nennen  sie  die  singulären  Stellen  der  Differential- 
gleichung. 

Die  Differentialgleichung  (26)  ist  keine  spezielle  ihrer  Art,  denn  die 
allgemeinste  homogene  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

d^u         da 

wo  p,  q-i  r  Funktionen  von  x  bedeuten,  läßt  sich  in  die  Form  (26a)  be- 
ziehungsweise (26)  umsetzen,  wo 

r  q  +  p' 

«0  =  p27    «1 p      ,    a^  =  p 

ist,  und  wird  demnach  durch  die  Substitution 

—  1  rf  log  u 
■'  ~     p        dx 
in  eine  Riccatische  Differentialgleichung  für  y  transformiert.    Der  aus- 
gesprochene Satz  gilt  also  für  jede  homogene  lineare  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung.     Er  gilt  aber  auch  für  ein  beliebiges  System  von  der 
Form  (23)  und  allgemeiner  für  jedes  System  homogener   linearer  Diffe- 
rentialgleichungen erster  Ordnung 
dyk 

-^  =  yiaik+    ■  •  ■  +  ynünk-,  (t  =  l,  2...n) 

dessen  Koeffizienten  0^.  monogene  Funktionen  von  x  sind.  Die  Theorie 
dieser  Systeme  wird  uns  später  eingehend  beschäftigen,  wir  fügen  an  dieser 
Stelle  nur  noch  einige  Bemerkungen  über  die  Riccatische  Differential- 
gleichung hinzu. 

Sohlesinger,  Differentialgleichungen.  5 
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Im  Innern  der  Fläche  T  haben  die  Lösungen  einer  Riccatischen 
Differentialgleichung  keine  anderen  Singularitäten  als  Pole,  sie  verhalten 
sich  in  T  meromorph.  Die  Frage,  wie  sich  diese  Lösungen  in  der  Umgebung 
der  festen  Singularitäten  ^  verhalten,',  ist  durch  die  vorhergehenden  Er- 
örterungen auf  die  analoge  Frage  für  die  linearen  Systeme  (23)  oder  die 
lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  (26)  zurückgeführt.  Am 
einfachsten  gestaltet  sich  diese  Frage,  wenn  die  ao,  Oj,  ag  überhaupt  keine 
singulären  Punkte  aufweisen,  weder  im  Endlichen  noch  im  Unendlichen, 
d.  h.  wenn  sie  Konstanten  sind.  In  diesem  Falle  kann  in  einem  endlichen 
ic-Wert  überhaupt  kein  Verzweigungspunkt  der  Integrale  liegen.  Denn 
die  Differentialgleichung  bleibt  offenbar  ungeändert,  wenn  man  x  durch 
X  +  const.  ersetzt;  läge  also  etwa  bei  x^  ein  Verzweigungspunkt  eines 
Integrals,  so  würde  das  gleiche  bei  Xq  -\-  const.  zutreffen,  man  hätte  also 
verschiebbare  Verzweigungspunkte.  Da  somit  das  Auftreten  von  Ver- 
zweigungspunkten im  Endlichen  ausgeschlossen  ist,  kann  auch  a:  =  oo 
kein  Verzweigungspunkt  sein,  d.  h.  y  ist  eine  eindeutige  Funktion 
von  X.  —  Wir  können  diesen  Schluß  auch  leicht  bestätigen,  da  in  diesem 
Falle  die  Integration  der  Riccatischen  Differentialgleichung  elementar 
durchführbar  ist. 

Schreibt  man  nämlich  bei  konstanten  a^,  a^,  a^  die  Gleichung  (15) 
in  der  separierten  Form 

^ ^  dx 

und  bezeichnet  mit  q^^  q^  die  Wurzeln  der  Gleichung 

«0  +  a^y  +  02^2  =  0, 
so  hat  man  für  q^  =t=  Q^ 


also 


dy f     1 1_]  _  ^^ 


(29)  ^ — "  =  const.  e«i(ei-e»)' 

y  —  Qi 

und  für  q^  =  q^ 

1 

(30)  =  a^x  +  const. 

y  —  Qx 

Es  ist  also  in  diesem  Falle  y  in  der  Tat  eine  allenthalben  eindeutige  Funk- 
tion von  X. 


Drittes    Kapitfl. 

Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  wo  die  Ab- 
leitung als  implizite  Funktion  der  abhängigen  Ver- 
änderlichen gegeben  ist '). 

18.  Begriff  der  hitegralfuiiktioii  ^j. 

Wir  haben  uns  bisher  vornehmlich  mit  dem  Falle  einer  DifTerential- 

gleichung  erster  Ordnung  beschäftigt,  in  der  die  Ableitung  der  unbekannten 

Funktion  y  als  rationale  Funktion  von  y  gegeben  war.     Der  allgemeine 

Fall,  wo  die  Ableitung  eine  implizite  algebraische  Funktion   von  y  ist, 

dy    ,  . 

wo  also    ,    einer  Gleichung 

(1)    .  ^(rf^.!'.-)=0 

dy 
genügt,  in  der  F  eine  ganze   rationale  Funktion  von       und  y  mit  von  x 

abhängigen  Koeffizienten  bedeutet,  erfordert  neue  Methoden  der  Unter- 
suchung, deren  Darlegung  wir  uns  jetzt  zuwenden  wollen. 

1)  In  diesem  und  dem  folgenden  Kapitel  werden  die  einfachsten  Sätze  aus 
der  Lehre  von  den  algebraischen  Funktionen  einer  komplexen  Veränderlichen  als 
bekannt  vorausgesetzt-  Man  findet  diese  Sätze  z.  B.  in  den  Werken:  Appell  und 
Goursat,  Theorie  des  fonctions  algebriques  (Paris  1905),  Landfried,  Theorie  der 
algebraischen  Funktionen  (Sammlung  Schubert  XXXI,  1902),  H.  Stahl,  Abriß  einer 
Theorie  der  algebraischen  Funktionen  (Leipzig  1911).  Eine  auf  arithmetischer 
Grundlage  fußende  Darstellung  dieser  Theorie  gibt  das  Werk:  Hensel  und  Lands- 
berg,  Theorie  der  algebraischen  Fuiktionen  (Leipzig  1902). 

*)  Quellen  für  diese  und  die  folgenden  Nummern  sind:  Briot  und  Bouquet. 
Journal  de  l'Ecole  Polyt.  Cah.  36;  W.  Raschke,  Inaug.-Dissertation,  Heidelberg 
1883,  Acta  Mathem.  14  (1890),  S.  31;  Fuchs,  (1884)  Werke  II,  S.  355;  Ham- 
burger, Grelles  Journal  Bd.  112  (1893),  S.  205ff.;  Poincare,  Acta  Mathe- 
raatica,  Bd.  7  (1885),  S.  Iff.:  vgl.  hierzu  Picard,  Traite  III  (1908),  S.  40,  62ff.: 
Painleve,  LoQons.  S.  47ff.:  Forsyth.  Theory  of  differential  equations,  Vol.  II. 
(Cambridge  1900),  chapter  VIII— X. 
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dv 
Setzen  wir    •  =  s,  so  ist  durch  die  Gleichung  (1)  s  als  algebraische 
dx 

Funktion  von  y  definiert.     Wir  schreiben  (1)  ausführlicher  in  der  Form 

^«(^'  ^^  (dx)"'  +  "^1^^'  "^^  ® '"  +  •  •  •  +  ^^^y^  ^)  =  ^^ 

worin  die  Aq,  A^,  .  .  .,  A^  ganze  rationale  Funktionen  von  y  mit  von  x 
abhängigen  Koeffizienten  bedeuten,  und  setzen  voraus,  daß  die  Gleichung 

(2)  F{s,  y,  x)  -  0, 

aufgefaßt  als  algebraische  Gleichung  zwischen  5',  y,  irreduzibel  sei, 
daß  also  F{s,  y,  x)  nicht  zerlegbar  sei  in  Faktoren,  die  selbst  ganze  ratio- 
nale Funktionen  von  s,  y  mit  irgendwelchen  von  x  abhängigen  oder  kon- 
stanten Koeffizienten  sind. 

Durch  Elimination  von  s  zwischen  (2)  und  der  Gleichung 

bilden  wir  die  Diskrimiiiantengleichung 

(3)  D{y,  X)  =  0, 

deren  linke  Seite  eine  ganze  rationale  Funktion  von  y  mit  von  x  abhängigen 
Koeffizienten  ist. 

Wir  betrachten  nun  einen  Wert  x  =  Xq,  der  die  folgenden  Bedin- 
gungen erfüllt: 

1.  In  der  Umgebung  von  x  =^  Xq  seien  die  Koeffizienten  der  ganzen 
rationalen  Funktionen  A,,(y,  x)  (/r  —  0,  1,  2,  .  .  .,  w)  von  y  holo- 
morph. 

2.  Es  sei  für  x  =  Xq  die  Funktion  A^ly^  x)  nicht  identisch,  d.  h. 
unabhängig  von  y,  gleich  Null. 

3.  Es  möge  für  x  =^  Xq  kein  «/-Wert  vorhanden  sein,  für  den  sämtliche 
^kiy-,  ^o)   (A:  =  0,  1,  2,  .  .  .,  w)  gleichzeitig  verschwinden. 

Für  einen  solchen  Wert  von  x  stellt  dann  die  Gleichung  (3)  die  not- 
wendige und  hinreichende  Bedingung  dafür  dai-,  daß  die  Gleichung  (2) 
eine  mehrfache  Wurzel  s  besitzt,  und  die  Gleichung 

(4)  A,{y,  x)==0 

die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  daß  eine  oder  mehrere 
der  Wurzeln  s  von  (2)  unendlich  groß  werden. 

Bedeutet  also  x  =  Xq,  f  —  j/q  ein  Wertepaar,  für  das  weder  die  Glei- 
chung (3)  noch  die  Gleichung  (4)  erfüllt  ist,  so  besitzt  die  Gleichung 

(5)  F{s,  </„,  Xo)  =  0 

m  voneinander  verschiedene,  endliche  Wurzeln  sf^\  5^?',  . . .,  s'-^K  Wir  gi-eifen 
eine  bestimmte  von  ihnen  heraus,  etwa  s''^\  dann  lautet  die  Gleichung  (2) 
in  der  Umgebung  von  x  —  Xq,  y  =  y^,  s  —  s^^^ 


18.   Begjriff  dor  Integralfunktion.  ()9 

WO  die  partiellen  Ableitungen  von  F  für  x  =  Xf^^y  =  yQ,  s  =  s^">  zu  nehmen 
sind,  was  hier  (und  ebenso  im  folgenden)  durch  das  Einschließen  in  Klam- 
mern (     )  angedeutet  wird.     Der  Koeffizient  f  -i^   j  von  s  —  s^^^  ist  von 

Null  verschieden,  da  ja  4"^  eine  einfache  Wurzel  ist;  wir  können  also  nach 
dem  Satze  von  der  impliziten  Funktion  ^)  in  einer  hinreichend  kleinen 
Umgebung  von  a;  =  Xq,  2/  =  t/o  die  Funktion  s  —  s^^^  als  gewöhnliche  Potenz- 
reihe von  X  —  XQ,y  —  ?/o  ohne  absolutes  Glied 

'^kix  —  XQ,y  —  2/o) 
darstellen.   Wir  setzen 

und  betrachten  die  m  Differentialgleichungen 

^^^    ^£  =  *i"^  + ^^^(^-^o-y-yo)  (t=i. 2... ..».). 

Nach  dem  Existenzsatz  der  Nr.  9  besitzt  jede  dieser  Differentialgleichungen 
ein  und  nur  ein  in  der  Umgebung  von  x  =  Xq  holomorphes  Integral  y^, 
das  f ür  a;  =  ojo  den  Anfangswert  y  =  y^  annimmt,  und  das  offenbar  auch 
der  ursprünglichen  Differentialgleichung  Genüge  leistet;  wir  haben  also 
den  Satz: 

Die  Differentialgleichung  (1)  besitzt,  wenn  Xq  keiner 
der    ausgeschlossenen   Werte    und  ?/o  so    beschaffen   ist,    daß 

I>{yo^  Xq)  =^  0,   ^0(^0»  ^0)  ^  0 
sind,  min   der   Umgebung    von  a;  =  Xo  holomorphe    Integrale, 
die  für  ic  =  a;oden  Wert  y^  annehmen  und  dadurch   eindeutig 
charakterisiert    sind,    daß    ihre    Ableitungen    für    x  =  Xq  be- 
ziehungsweise gleich  einer  bestimmten  Wurzel  der  Gleichung 

F{s,  ?/o,  a^o)  =  0 
werden. 

Nach  dem  Unitätssatz  der  Nc.  12  (S.  45)  gibt  es  außer  diesen  m 
holomorphen  Integralen  kein  Integral  der  Differentialgleichungen  (7), 
das  für  a;  =  a^o  den  Wert  y^  annimmt.  Inwieweit  dies  auch  für  die  Differen- 
tialgleichung (1)  selbst  gilt,  werden  wir  alsbald  zu  erörtern  haben;  zur 
vorläufigen    Orientierung    mögen    die    folgenden    Bemerkungen    dienen. 

Wenn  wir  die  Differentialgleichung  (1 )  durch  ein  System  von  der  Form 
(7)  ersetzen  wollen,  so  muß  das  Wertepaar  Xq,  y^  der  Bedingung  genügen,  daß 

ist.  Nun  kann  es  sich  ereignen,  daß  die  Diskrirainantengleichung  (3)  durch 


1)  Siehe  z.B.  Bieberbach,  Funktionentheorie  I  (1921),  S.  192. 
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eine  Funktion  y  —  fp(x)  von  x  identisch  befriedigt  wird,  die  zugleich  ein^ 
Lösung  der  Differentialgleichung  (1)  darstellt,  also  die  Gleichung 

identisch  erfüllt.  Da  nun  für  einen  willkürlichen  Werl  x^^  vun  x  und  den 
zugehörigen  Wert  (pix^)  eines  solchf^n  Integrals  die  Ungleichung 

D{cp{Xq),Xq)  t  0 
niemals  erfüllt  wird,  so  wird  ein  solches  Integral  der  Differentialgleichung 
(1)  im  allgemeinen  keiner  Differentialgleichung  von  der  Form  (7)  genügen, 
d.  h.  w^enn  wir  uns  ausschließlich  auf  die  Betrachtung  der  Differential- 
gleichungen von  der  Form  (7)  beschränkten,  so  könnten  uns  die  wie  (p(x) 
beschaffenen  Lösungen  der  Differentialgleichung  (1)  entgehen  ^).  —  Allge- 
mein gesprochen  ist  ein  Punkt  Xq  für  ein  Integral  von  (1),  das  in  Xq  einen 
Wert  ?/o  annimmt,  der  im  Vereine  mit  Xq   die   Diskriminantengleichung 

befriedigt,  als  singuläier  Punkt  jenes  Integrals  anzusehen;  man  nennt 
darum  ein  Integral  von  der  Art  wie  (p{x),  das  der  Diskriminantengleichung 
für  jeden  Wert  von  .7  Genüge  leistet,  schlechthin  ein  sing ulär es  Integral. 
Der  Begriff  des  singulären  Integrals  erfordert  aber  noch  eine  schärfere 
Fassung;  wir  kommen  auf  diese  weiter  unten  zurück,   nachdem  wii-  uns 

')  Im  Gebiete  der  reellen  Veränderlichen  kann  es  auch  noch  auf  andere 
Weise  vorkommen,  daß  Lösungen  von  (1)  keiner  der  Differentialgleichungen  (7» 
genügen.  0.  Perron  gibt  im  Jahresbericht  der  D.  M.-V.  22  (1914),  S.  356  unter 
anderen  das  folgende  lehrreiche  Beispiel.     Wir  betrachten 

wo  /"(O)  =  0,  und  für  .r  >  0  /"(x)  =  a;  sin  -  sein   möge;   f{x)   ist   also   für   alle   end- 
lichen,   nichtnegativen   Werte    von    x    stetig.      Außer    den   unmittelbar  gegebenen 
Lösungen  der  beiden  Differentialgleichungen 
dy  dy 

'**^  dx^f^""^^      dx^-f^''^- 

die  für  a;  =  Ü  verschwinden,  hat  aber  die  Differentialgleichung  (*)  noch  unendlich 
viele  für  a;  =  0  verschwindende  Lösungen,  nämlich 

y  =  ±  (ft{x)  zfc  (f'■^{x)  ±:  tf^ix)  zh  .  .  ., 

wenn 


<7" 


1 
xn 


\  l''  1  /*■""  1 

+  n--7:yn=-    I     .T  sin -(/.«::  7  «(,()=  I       x  sin  -  dr     («=1.2.. 


9i  On+l 

gesetzt  wird,  wo  in  üblicher  Weise  (rtj  die  in  a  enthaltene  gröüte  ganze  Zahl  be- 
deutet. Wie  man  sieht,  befriedigt  der  Ausdruck  //  bei  Ijeliebiger  Wahl  der  Vor- 
zeichen für  gewisse  x-Werte  die  eine,  und  für  die  übrigen  die  andere  der  beiden 
Gleichungen  (♦*). 


18.  Ik'griff  (lii   Tntegralfiinktion.  71 

durch  dio  zunächst,  folgeruifui  Betrachtungen  übov  di«'  Natui-  der  Singu- 
laritäten, die  für  die  Lösungen  einer  Differentialgleichung  von  der  Form 
(1)  auftreten  können,  orientiert  haben  werden. 

Es  sei  B  ein  einfach  zusammenhängender  Bereich  der  x-Ebene,  der 
den  Punkt  a-(,  enthält  und  innerhalb  dessen  die  Koeffizienten  der  Differen- 
tialgleichung (1)  eindfu  I  i  JT<>  l^'unkt  innen  von  x  sind.  Wir  denken 
uns  die 

y^  ^21  •  ■  M  y.» 

in  der  Umgebung  von  Xq  darstellenden  Potenzreihen  innerhalb  B  analytisch 
fortgesetzt;  dann  genügen  die  durch  diese  Fortsetzung  entstehenden 
l^otenzreihen  (vgl.  Nr.  13)  ebenfalls  der  Differentialgleichung  (1).  Wenn 
also  die  Koeffizienten  von  (1)  allenthalben  eindeutige,  z.  B.  rationale 
Funktionen  von  x  sind,  so  befriedigen  die  aus  den  Reihen 

yi»  y-z.  •  •  M  y,» 

entspringenden  monogenen  Funktionen  in  ihrem  ganzen  Existenzbereiche 
diese  Differentialgleichung. 

Als  singuläi'e  Punkte  der  Integralfunktion  sind  diejenigen  x-Werte 
anzusehen,  für  die  die  Möglichkeit  der  Entwicklung  nach  positiven  ganzen 
Potenzen  des  Inki'ements  aufhört.  Wir  werden  mit  Fuchs  auch  hier  zwei 
Kategorien  von  solchen  Punkten  zu  unterscheiden  haben.  Erstens  feste 
Singularitäten,  d.  h.  solche,  die  von  der  Wahl  der  Anfangswerte,  durch  die 
ein  Integral  bestimmt  wird,  unabhängig,  also  allen  Integralen  gemeinsam 
und  darum  aus  den  Koeffizienten  der  DifferfrÄtialsjleichung  direkt  zu  ent- 
nehmen sind.  Zu  diesen  gehören  diejenigen  x-Werte,  die  wir  als  die  Be- 
dingungen 1)  bis  3)  in  bezug  auf  die  algebraische  Gleichung  (2)  zwischen 
tj  und  5  nicht  befriedigend  von  vornherein  ausgeschlossen  haben,  es  werden 
aber  noch  andere  solche  feste  singulare  Stellen  im  Laufe  der  weiteren 
Untersuchung  hervortreten.  Zweitens  verschiebbare  Singularitäten, 
die  von  der  Wahl  der  Anfangswertc  abhängen.  Wir  können  uns  auch  sofort 
Rechenschaft  darüber  ablegen,  auf  welche  Weise  solche  verschiebbare 
Singularitäten  zu  Tage  treten  können. 

Wenn  sich  bei  der  analytischen  Fortsetzung  der  Reihen 

yii  yzt  •  •  •■,  ym 

für  einen  Wert  x  ein  Wert  r/  der  Integralfunktion  ergibt  von  der  Beschaffen- 
heit, daß  das  Wertepaar  (i,  rj)  eine  der  Gleichungen 

D{rj,x)  =  0,  A^{rj,x)^0 
befriedigt,  so  ist  die  Existenz  von  Integralfunktionen,  die  in  der  Umgebung 
von  X  =  X  holomorph  sind  und  in  diesem  Punkte  den  Wert  rj  annehmen, 
in  Frage  gestellt.  Es  wird  also  im  allgemeinen  ein  solcher  Wert  x  für  das- 
jenige Integral  oder  diejenigen  Integrale,  die  daselbst  gleich  rj  werden,  ein 
singulärer  Punkt  sein.    Wir  werden  zunächst  das  Verhalten  der  Integral- 
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Funktion  in  der  Umgebung  solcher  a:-Werte  zu  ergründen  suchen  und  dabei 
unser  Augenmerk'bosonders  auf  den  Fall  richten,  wo  ein  derartiger  Punkt  x 
ein  Verzweigungspunkt  eines  Integrals  sein  kann.  Wenn  wir  scharf 
die  Bedingungen  aufstellen,  unter  denen  ein  solcher  Fall  eintreten  kann, 
und  dann  die  Koeffizienten  der  Differentialgleichung  (1)  so  einschränken, 
daß  diese  Bedingungen  niemals  erfüllt  sind,  so  werden  wir  diejenige  Form 
der  Differentialgleichung  (1)  anzugeben  imstande  sein,  die  notwendig 
und  hinreichend  dafür  ist,  daß  die  Integrale  keine  mit  den  Anfangswerten 
verschiebbaren  Verzweigungspunkte  besitzen.  Wir  machen  die  Ermittelung 
dieser  Form  der  Differentialgleichung  zu  unserer  ersten  Aufgabe  und  werden 
demgemäß  in  der  folgenden  Untersuchung,  die  in  allem  wesentlichen 
nach  der  von  Fuchs  (1884)  angegebenen  Methode  geführt  werden  soll, 
immer  von  Fall  zu  Fall,  gleich  den  sich  ergebenden  Beitrag  zur  Lösung 
dieser  Aufgabe  festhalten. 

Was  die  Untersuchung  der  Integrale  in  der  Umgebung  der  festen 
singulären  Stellen  anlangt,  so  hängen  die  dabei  anzuwendenden  Methoden 
naturgemäß  von  der  Art  und  Weise  ab,  wie  die  unabhängige  Veränder- 
liche a:  in  die  Koeffizienten 

^o(yi^)'  •  •  •.  ^4,„(2/,  a:) 
der  Differentialgleichung  eingeht. 


19.    Untersuchung  des  Falles,    wo  der  Koeffizient  der   höchsten 
Potenz  der  Ableitung  verschwindet. 

Wir  beginnen  mit  der  Untersuchung  des  Verhaltens  der  Integral- 
funktion in  der  Umgebung  einer  Stelle  x,  wo  das  Integral  einen  W'^t  rj 
annimmt,  für  den 

Aftiv^  x)  =  0 
ist. 

Die  Gleichung 

definiert  y  als  Funktion  von  x.   Wir  betrachten  einen  Zweig 

y  =  vi^) 

dieser  Funktion,  und  bescliränken  x  auf  ein  Gebiet  58  der  ar-Ebene ,  inner- 
halb dessen  y]{x)  holomorph  ist.  Überdies  setzen  wir  voraus,  daß  die 
Funktion  ?/(rr)  nicht  auch  der  Diskriminantentjleichung  Genüge  leistet; 
es  soll  also  für  ein  w'illkürliches,  innerhalb  !ö  gelegenes  .r 

Z)(7;(x),  X)  .  h  0 

1 
sein.  Setzen  wir  in  (2)  s  =     ,  so  erhalten  wir  für  a  die  Gleichung 

a 

(8)  ^o(^,  2-)  +  '^i(y.  •r)a+  ■■■+  A,n{!/,  x)(r"  =  0. 


19.  Untersuohunp  des  Falles,  wo  der  erste  Koeffizient  Terschwindet.  73 

Diejenigen  x-Werte,  für  die  A„XyiX)  identisch,  d.  b.  unabhängig  von  y 
vorschwindet,  ferner  die  a;- Werte,  die  eine  der  beiden  Gleichungen 

A„.{7]{x),  x)  =  0,  D{r]{x),  X)  =0 
befriedigen,  schUeßen  wir  aus  und  zählen  sie  zu   den  festen  singulären 
Punkten  der  Differentialgleichung   (1),     Dann  hat  die  Gleichung  (8)  für 
y  =  rj{x)  die  einfache  Wurzel   a  =  0   und  wird,    wenn   \y  —  r]{x)\   hin- 
reichend  klein  ist,  durch  eine  Reihe  von  der  Form 

(9)  <j=  <po-(y  —  v)-\- <Pi-iy~v)^+ ■•  • 

befriedigt,  wo  die  (pQ,  <Pi,  .  ■  ■  in  der  Umgebung  aller  nicht  ausgeschlossenen 
a;-Punkte  von  S3  holomorph  sind.  Einzelne  der  ^Jq,  (p^,  .  .  .  können  aber 
identisch,  d.  h.  für  jeden  Wert  von  x,  verschwinden;  es  seien  etwa 

^0  =  0,  .  .  .,  9?n-2  =  0. 

jedoch 

Dann  haben  wir  also  entsprechend  der  Lösung  (9)  von  (8)  eine  Lösung 
s  von  (2),  die  für  kleine  Werte  von  \y  —  rj\  in  der  Form 

5  =   -    (y  —  v)-"  (1  +  ö^iy  —  v)  +  ^2(2/  —  ^)'  +  •  •  •> 

darstellbar  ist,  wo  auch  ö^,  d^^  .  .  .  in  der  Umgebung  der  nicht  ausgeschlos- 
senen Punkte  von  S&  holomorph  sind.  Wenn  auch  9?„_j  nicht  identisch 
gleich  Null  ist,  so  kann  diese  Funktion  gleichwohl  für  spezielle,  innerhalb 
93  gelegene  a;- Werte  verschwinden;  sind  solche  x- Werte  vorhanden,  so 
schließen  wir  sie  aus  und  zählen  sie  zu  den  festen  Singularitäten.  Es  sei  a;  =  c 
ein  innerhalb  93  gelegener  Punkt,  der  nicht  zu  den  ausgeschlossenen  gehört, 
so  ist  also 

<p.-i{c)  ^  0, 
dy 
und  indem  wir  -/-  an  die  Stelle  von  s  setzen,    haben  wir  die  Differential- 
gleichung für  y 

%=^,^y-  't'>~"  ^^  +  ^'^y  -  ^^  +  ^^^y  -  ^)'  +•••>• 

Führen  wir  hierin  an  Stelle  von  y  die  Differenz  y  —  t]  als  abhängige  Variable 
ein,  so  kommt 

djy  —  r))  __  _drj 
dx  dx 

+  TT^  (2/  -  ^)-"<l  +  d,(:y  -  >;)  +  d^{y  -  rjf  +  ■  ■  •}, 
9'" — 1 

oder  wenn  wir  ausmultiphzieren  und 

y  —  r]  =  u 

setzen : 
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Innerhalb  99  ist  «,  also  auch   /  holomorph,  in  der  Umgebung  von  x  =  c 

sind  auch 

1 

(In      . 
holomorphe  Funktionen  von  x;  indem  wir    ,    mit  x»  vereinigen  und  auf 

beiden  Seiten  von  (10)  die  reziproken  Werte  nehmen,  erhalten  wir  also 

dx  ^^  1 

du  ^  *^"~'  ^'\  +  e^u  +  e^u^  ^  ■■■' 
wo  die  ei,  £2,  ■    •  in  der  Umgebung  von  x  =  c  holomorphe  Funktionen 
von  X  bedeuten.   Wir  finden  denmach  endlich 

/Vor 

^^  =  U-  (^o(^)  +    U^)  ^+    ■■■).       ^o(c)  =  ^n-l  (C)  40, 

wo  1^0(^)5  ^^i(^)'  •  •  •  in  der  Umgebung  von  x  =  c  konvergente  gewöhn- 
liche Potenzreihen  von  x  —  c  sind.  Nach  dem  Ca  uchy  sehen  Existenztheo- 
reme der  Nr.  9  besitzt  diese  Differentialgleichung  ein  und  nur  ein  in  dt*r 
Umgebung  von  u  =  0  holomorphes  Integral  x,  das  für  u  =  0  den  W»Tt  -, 
annimmt,  und  für  das  wegen  des  Faktors  u" 

dx    d^x  d'*-^x    d»x 

flu '  dü^'  ■  ■  ■'    rfu"-"  du" 
im  Punkte  u  =  0  verschwinden,  während 

d^+^x 

in  diesem  Punkte  einen  von  Null  verschiedenen  Wert  besitzt.     Die  Ent- 
wicklung dieses   Integrals  in  der  Umgebung  von  n  =  0  lautet  folglich: 
X  —  c  =  yn+iU"+^  +  y„+ou"+2  +   •  •  •,       y„+i  4=  0, 

wo  die  yn+ii  Vn+ii  ■  •  •  Konstanten  bedeuten. 

Nach  dem  Satze  von  der  inversen  Funktion  folgt  hieraus 

-  '      1      \n+l 


u=  Ai(x  — c)"  +  i  -r  A2(.r  — 0"+'    H  •••.    ^i  =  L,  '0, 

also,  wenn  wir  auf  y  zurückgehen, 

1  2 

(11)  y  =  r]{x)  +  Ai(a-  — c)"+'  +  X^{x—cy+'  +  •  •  •• 
Bedeutet   also   x  =  c    einen   willkürlichen,    nicht    ausgeschlossenen 

Wert  von  x  innerhalb  93,  so  sind  diejenigen  Integrale  der  Differential- 
gleichung (1),  die  für  x  =  c  den  Wert  r]{c)   annehmen,   wo 

(12)  A,{rj{c),c)  =  0,    D{rj{c),c)A   0 

ist.  in  der  Umgebung  von  a;  =  c  in  der  Form  (11)  entwickelbar.  Es  gibt 
also  n  +  1  solche  Integrale,  und  da  n  ^  1  ist,  besitzen  diese  Integrale 
in  X  =  c  einen   Vorzweigungspunkt. 
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Wünschen  wir  also,  daß  ein  willkürlicher  Werl  x  -c  nicht  Ver- 
zweigungspunkt von  Integralen  der  Differentialgleichung  werden  kann, 
so  müssen  wir  das  Auftreten  dieses  Falles  unmöglich  machen.  Es  wird 
dann  ein  Wortepaar  x  —  c,  y  —  t){c),  für  das  die  Bedingungen  (12)  erfüllt 
sind,  nicht  geben  dürfen,  d.  h. 

(A).  Die  Gleichung  A(^{y,  x)  -  0  darf  keine  Lösung  y  —  rj{x) 
besitzen,  die  nicht  auch  die  Diskriminantengleichung  D{y,  x) 
=  0  befriedigt. 


20.   Untersuchnng:  des  Falles,  wo  die  Diskriniinante  verschwindet. 

Vorbereitendes. 

Wir  wenden  uns  dem  Falle  zu,  wo  für  einen  Wert  x  die  Integral- 
t'unktion  einen  Wert  7]  annimmt,  der  mit  x  zusammengenommen  der 
Gleichung 

Dir],  X)  =  0 
genügt. 

Wir  wollen  vorerst  in  der  Gleichung  (2)  dem  x  einen  festen  Wert 
beilegen,  der  den  Bedingungen  1,  2,  .3  der  Nr.  18  und  überdies  der  folgenden 
Bedingung  genügt: 

4.  Die  Lösungen  y  der  Gleichung  D{y,  x)  =  0  seien  in  der  Umgebung 
dieses  Wertes  holomorph,  und  diejenigen  unter  diesen  Lösungen, 
die  für  ein  willkürliches  x  von  einander  verschieden  sind,  mögen 
auch  für  den  betrachteten  festen  a;-Wert  verschiedene  Werte 
besitzen. 

Die  Tatsache,  daß  x  diesen  festen  Wert  bedeutet,  bringen  wir 
dadurch  zum  Ausdruck,  daß  war  bei  F,  D,  .4^.  und  y]  den  Buchstaben  x 
weglassen. 

Wenn  wir  für  y  die  Lösung  i]  der  Gleichung  D{ri)  —  0  einsetzen, 
so  besitzt  die  Gleichung  F{s,  r])  =  0  mindestens  eine  mehrfache  Wurzel  s. 
Es  sei  .^  =  C  eine  solche,  etwa  A-fache  Wurzel,  so  daß  also  iür  y  =  rj,  s  =  C 
auch  noch 

dF  Ö^F  d^~'F 

ds'    8s^ 05^-1 

verschwinden.  Von  den  m  im  allgemeinen  voneinander  verschiedenen 
Funktionszweigen  s^,  .  .  .,  s^,  die  die  Gleichung  F{s,  y)  =  0  befriedigen, 
nehmen  Xtür  y  =  rj  den  gemeinsamen  Wert  C  an;  es  seien  dies  die  Zweige 
Sj,  ^27  •  ■  ••  ■"*'/.•  Diese  sondern  sich  in  Zykeln  von  der  Art,  daß  die  zu  einem 
Zyklus   gehörigen  Zweige    sich    bei   Umläufen  von   y  um    den  Punkt   r/ 
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zyklisch  permutieren  •).  Wenn  «i,  .%••.,  5a  einen  a-gliedrigen  Zyklus 
bilden  (a  ^  A),  so  besteht  für  diese  a  Zweige  für  hinreichend  kleine  Werte 
von  \y  —  rj\  eine  gemeinsame  Darstellung  von  der  Form 

1  2. 

(13)    5.  =  c  +  gi(2/  — ^r  +  g2(y  — ^)"+ •••       <•  i'2.---.') 

in  dem  Sinne,  daß  für  die  verschiedenen  s^,  s^,  ■  ■  ■,  s^  die  a  verschiedenen 
Werte  von  {y  —  r]Y,  also 

2gni  1 

e  «    {y  —  tjy  {g=o,i,2,...,rt—i) 

zunehmensind.  Der  Punkt?/  =  ryist,  wenn  a  >  list,  einVerzweigungs- 
punkt  (a  —  l)-ter  Ordnung  für  die  den  Zyklus  bildenden  Funktions- 
zweige Si,  .  .  .,  s".     Ist  die  dem  y  =  rj  entsprechende  mehrfache  Wurzel 

der  Gleichung  F(s,  rj)  =  0  unendlich  groß,  C  =00?  so   hat  man  s  =  -  zu 

setzen  und  erhält  entsprechend  der  Darstellung 

1  2 

(14)  Or  =  gi(z/  —  r/)«  +  gi(y  —  r?)«  +  •  •  • 

der  für  y  =  t]    verschwindenden  Zweige  der  transformierten  Gleichung 

eine  Darstellung  der  5^,  die  nach  positiven  und  negativen  Potenzen  von 

{y  —  r;)"  fortschreitet,  negative  Potenzen  aber  nur  in  endhcher  Anzahl 
enthält.  Wenn  in  (14)  z.  B.  gj,  g^,  .  .  .,  gk—i  gleich  Null  sind,  aber  g^  von 
Null  verschieden  ist,  so  hat  man 

11--  1 

s,  =  -^  =  „.  iy—rj)    " : i . 


also  für  hinreichend  kleine  Werte  von  \y  —  7]\ 

(14a)    s.=.^{y  —  r))    Ml  +  di(?/ —  >;)- +  do(y  —  7;)^  +  •  •  •(. 

Wir  denken  uns  nun  x  wieder  veränderlich  mit  der  Einschränkung, 
daß  für  alle  Werte,  die  x  annehmen  kann,  jedenfalls  die  Bedingungen 
1.  bis  4.  erfüllt  sind.    Die  mehrfache  Lösung  s  der  Gleichung 

F(s,  r}{x),  x)  =  0 

wird  dann  auch  eine  Funktion  i^{x)  von  x  sein.     Wir  beschränken  nun  s 

1)  Die  Verteilung  in  Zykeln  und  die  Bestimmung  der  Ordnimgszahlen  der 
Zykeln  erfolgt  nach  einem  von  Puiseux  herrührenden  Verfahren,  vgl.  z.  B.  Appell 
und   Goursat.  a.  a.  0.  S.  184 ff. 
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auf  ein  Gebiet  33,  innerhalb  dessen  neben  den  Bedingungen  1.  l)is  4.  auch 
noch  die  Bedingung  erfüllt  ist,  daß  C{x)  holomorph  bleibt. 
Machen  wir  dann  in   (2)  die  Substitution 

y  —  r]{x)  =  q, 
s  —  C(a:)  =  5, 

so  verwandelt  sich  die  Gleichung  (2)  in 

(15)  g(ä,i5,a;)  =  0; 

ihre  Diskriminante  bezeichnen  wir  mit  Di{v},  x).  Solange  x  auf  den  Be- 
reich 93  beschränkt  ist,  bleibt  (zufolge  der  Bedingung  4.)  die  Differenz 
zwischen  r){x)  und  einer  anderen  Lösung  der  Diskriminantengleichung 
D{y,  x)  =  0  dem  absoluten  Betrage  nach  oberhalb  einer  angebbaren 
Schranke.  Man  kann  also  in  der  i)-Ebene  um  i)  =  0  einen  Kreis  K  mit 
von  Null  verschiedenem  Halbmesser  so  beschreiben,  daß  solange  a;  in  S8  und 
i)  in  /v  bleibt,  Z)i(i),  x)  nur  im  Mittelpunkte  von  Ä,  dort  aber  für  jeden 
Wert  von  x  verschwindet.  Wir  haben  dann  für  die  dem  Zyklus  s^,  .  .  .,  s^ 
entsprechenden  Lösungen  §1,  .  .  .,  äa  der  Gleichung  (15)  die  der  Entwicklung 
(13)  entsprechende  Entwicklung 

1  2 

(16)  h  =  giT  +  g2r  +  •  •  •, 

wo  die  gl,  gz,  •  •  •  jetzt  monogene  Funktionen  von  x  sind.  Diese  Funk- 
tionen haben  für  jeden  Punkt  des  Bereichs  95  eindeutig  bestimmte,  endliche 
Werte,  die  sich  mit  x  stetig  ändern;  sie  sind  folglich  in  der  Umgebung 
jeder  Stelle  von  95  holomorph.  —  Die  gleichen  Ergebnisse  gelten  in  sinn- 
gemäßer Abänderung,  wenn  C{x)  =  00  ist. 


21.  Der  Fall,  wo  die  Diskriminante  verschwindet,  der  Koeffizient 
der  höchsten  Potenz  der  Ableitung  aher  nicht. 

Wir  machen  nun  ausdrücklich  die  Annahme,  daß  der  die  Diskri- 
minantengleichung  D{y,  x)  =  0  befriedigende  Funktionszweig  y  =  ri{x) 
nicht  auch  die  Gleichung  AQ{y,  x)  =  0  befriedigt.  Es  soll  also  innerhalb 
95  A„{rj(x),  x)   nicht   identisch  verschwinden;   spezielle  rc- Werte,    für  die 

Ao{r]{x),x)  =  0 
ist,  schließen  wir  aus  und  zählen  sie  zu  den  festen  Singularitäten.    Die 
mehrfache  Lösung   s  =  C  {x)   der  Gleichung   F  {s,  rj  {x),  x)  =  0   ist   dann 
sicher  endlich  und  innerhalb  95  holomorph.    In  der  entsprechenden  Ent- 
wicklung 

]  2 

s  =  Cix)  +  giiy  —  nY  +  ^2(2/  —  ^)"  +  •  •  •, 
die  für  hinreichend  kleine  Werte  von  \y  —  ri\  gilt,  sind  dann  die  gj,  g2,  •  •• 
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holomorphe  Funktionen  von  x,  von  denen  aber  einzebie  noch  identisch 
verschwinden  können.  Es  sei  gx-,  g^,  •  •  -igk—i  gleich  Null,  aber  gj^  4-  0; 
sollte  gk  für  spezielle  a^-Werte  verschwinden,  so  schließen  wir  diese  aus 
und  zählen  sie  zu  den  festen  Singularitäten.    Es  ist  dann 

k  i-  -r  1 

(13a)     s  =  K{x)  -f  gk{y  —  rj)^  -\r  gk+i{y  —  v)  "    +  '  "  -' 
dy  . 

setzen  wir  hierin  ^  an  die  Stelle  von  5,  so  haben  wir  für  y  die  Differential- 
gleichung 

dy       ,  i 

^  —  C  =  g*  (2/  —  vy  +  gk+i{y~  rj)  <-    -f  •  ■  • 

oder  für  y  —  rj  die  Differentialgleichung: 

(17)  ^--'^^  =  c-§  +  g*(i/-^)«-^g*+i(y-^r-  +••• 

Es  ist  nun  möglich,  daß  die  Lösung  y  =  rj(x)  der  Diskriminanten- 
gleichung  auch  der  Differentialgleichung  (1) 

dt] 
Genüge  leistet.  Dann  muß  also  .s=  ,-  eine  Lösung  der  Gleichung 

(18)  F{s,  i]{x),  X)  =  0 

sein.     Es  könnte  sich  ferner  ereignen,  daß  V  gerade    eine    mehrfach- 

Lösung  dieser  Gleichung,  eventuell  sogar  die  von  uns  betrachtete  mehi- 
fache  Lösung  C{x)  ist.   Diesen  Fall  behandeln  wir  nachher. 

Wir    setzen    also    jetzt    voraus,    daß     ,      nicht     für    jeden 

Wert   von  x  mit  C{x)  übereinstimmt.      Sollte  für  spezielle  .r-Werte 

sein,  so  schließen  wir  diese  .r-Werte  aus. 
Wir  setzen 

y  —  ^  =  li«, 
dann  genügt  nach  (17)  u  der  Differentialgleichung 
dw^  ^  du       ^      dl] 

woraus  für  x  als  Funktion  von  u  die  Differentialgleichung 
dx  ou"— ' 


folgt. 
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Es  sei  X  =  (^  yin  nicht  ausgeschlossener,  innerhalb  iÖ  gelegener  Punkt 
\rv  a;-Ebene,  dann  ist  für  x  =  c 

dtj  . 
Bezeichnen  wir  den  Wert  von  t  —  ^  '  mi  Punkte  x  =  c  durch  y,  so  lautet 

die  Gleichung   (19)  in  der   Umgebung  von  x  =  c,   u  -  0 

%vo  '^{x  —  c,  li)  eine  gewöhnliche  Potenzreihe  von  x  —  c  und  u  bedeutet. 
Nach  dem  Existenztheoreme  von  C  a  u  c  h  y  (Nr.  9)  besitzt  diese  Differential- 
gleichung ein  und  nur  ein  in  der  Umgebung  von  m  =  0  holomorphes  Inte- 
gral X,  das  für  u  =  0  den  Wert  x  =  c  annimmt,  und  für  dieses  Integral 
ist  im  Punkte  u  —  0 

rftt  "  ^'  ■  •  •'    rfi^-i  ~  "'    dw-  ~  r    '     ' 
seine  Entwicklung  in  der  Umg/bung  von  u  =  0  lautet  folglich 

1 

wo  die  öj,  ^2,  .  .  .  Konstanten  bedeuten.  Nach  dem  Satze  von  der  inversen 
Funktion  folgt  hieraus 

11  2 

u  =  y"  {x  —  c)«  +  Et^{x  —  c)"  ~-  •  •  •, 

und  hiernach  ist  in  der  Umgebung  von  x  =  c 

1 
(20)  y  —  rj  =  w^  ^  y{x  —  c)  -{-  jUi{x  —  c)     « 

2 

+  ^/.(■f-'-c)''^« -^ . 

Bedeutet  also  a;  =  c  einen  beliebigen  nicht  ausgeschlossenen  W^ert  von 
x,  so  sind  diejenigen  Integrale  der  Differentialgleichung  (1),  die  für  x  =  c 
den  Wert  r)(c)  und  deren  Ableitungen  f  ür  a;  =  c  den  Wert  C(c)  annehmen,  wo 

D{rj{c),  c)  =  0,    A,{rj{c),  c)  =j   0,    (^£,  -  C{x)^^^^  ^  0 

ist,  in  der  Umgebung  von  x  =  c  in  der  Form  (20)  entwickelbar.  Es  gibt 
stets  a  solche  Integrale,  und  wenn  a  >  1  ist,  haben  diese  Integi*ale  in  a;  =  c 
einen  Verzweigungspunkt. 

Wenn  wir  wünschen,  daß  der  willkürliche  Punkt  a;  =  c  nicht  als 
Verzweigungspunkt  gewisser  Integrale  von  (1)  soll  fungieren  können, 
so  muß  dieser  Fall  unmöglich  sein,  d.  h. 

(B)i.  Wenn  rjix)  eine  Lösung  der  Diskriminantenglei- 
chung  ist,  die  die   Gleichung 

^ü(y.  ^)  =  0 
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nicht  befriedigt,  und  einer  mehrfachen  Wurzel  i^ix)  der  Glei- 
chung 

(a)  F{s,  r){x),  a;)  =  0 

ein  Zweig,   der  durch  die  Gleichung 

iß)  F{s,  y,x)  =  0 

definierten  algebraischen  Funktion  s  von  y  entspricht,  der 
sich  füry  =  t;v  er  zweigt  (a>l),  so  muß  C{a;)  mit  der  Ableitung 
von  rj{x)  übereinstimmen;  i-jix)  muß  also  jedenfalls  ein  Inte- 
gral der   Differentialgleichung  (1)  sein. 

Nun  könnte  zu  y  =  r}{x)  noch  eine  von  C{x)  verschiedene  mehr- 
fache Wurzel  ^{x)  der  Gleichung  (a)  gehören,  der  solche  Zweige  der  durch 
(ß)  definierten  algebraischen  Funktion  s  von  y  entsprechen,  die  sich  für 
y  =  rj[x)  verzweigen.    Dann  wäre  aber  jedenfalls 

der  willkürliche  Punkt  x  =  c  wäre  also  nach  den  Ergebnissen  dieser  Nummer 
ein  Verzweigungspunkt  für  diejenigen  Integrale  von  (1),  die  in  x  =  c  den' 
Wert  r]{c)  und  deren  Ableitungen  in  a;  =  c  den  Wert  ^{c)  annehmen. 
Um  diese  Möglichkeit  auszuschließen,  haben  wir,  wenn  verschiebbare 
Verzweigungspunkte  nicht  auftreten  sollen,  als  weitere  Bedingung  hinzu- 
zufügen : 

(B)2.    Es  muß 

drj 
~~  dx 
die    einzige    mehrfache    Lösung    der    Gleichung    (a)  sein,    der 
solche  Zweige,  der  durch  (ß)  definierten  algebraischen  Funk- 
tion s  von  y  entsprechen,  die  sich  für  y  =  rj  verzweigen. 

Ehe  wir  weiter  gehen,  deuten  wir  den  in  dieser  Nummer  abgehan- 
delten Fall  noch  geometrisch. 

Nach  (20)  ist  für  die  a  Integrale,  die  in  x  =  c  den  Wert  r]{c)  annehmen, 

L      dx      Ji=..       ''    L^^J-e=c      '^      \dxjx=c'' 
also  nach  der  Definition  von  y 

Geometrisch  können  wir,  indem  wir  x^y  als  Cartesische  Koordinaten 
ansehen,  jede  Integralfunktion  durch  eine  Kurve  (Integralkurve)  reprä- 
sentieren. Die  durch  (20)  in  der  Umgebung  von  x  =  c  dargestellten  Inte- 
grale werden  also  a  Kurven  geben,  die  einander  im  Punkte  x  =  c,   y  =  i]{c) 

dy 
berühren,  da  für  sie  in  diesem  Punkte    ,     den    gemeinsamen    Wert    C(<') 


22.  riitcrsucliung  der  singuläien  Intcgralo.  yi 

besitzt.  Ferner  werden  diese  a  Kiiiven  in  diesem  l'unkte  von  der  Kurve 
y  -  i]{x)i  die  wir  kurz  die  Diskri  minant  <mi  kurve  nennen  wollen, 
geschnitten,  aber  nieht  berührt,  da  ja 


vorausgesetzt  wurde.  Der  Punkt  x  =  c,  ?/  =  ry(c)  ist  für  die  a  Kurven 
(20)  ein  sogenannter  Rückkelupunkt.  Wir  denken  uns  nun  c  nicht 
fest,  sondern  willkürlich,  also  als  veränderlichen  Parameter.  Dann 
stellt  die  Gleichung  (20)  in  der  Umgebung  von  x  =  c  das  allgemeine 
Integral  der  Differentialgleichung  (l)dar,  indem  c  als  willkürliche  Kon- 
-stante  fungiert.  Geometrisch  haben  wir  also  dann  nicht  u.  Kurven,  sondern 
n  Scharen  von  unendlich  vielen  Kurven;  diese  a  Kurvenscharen  sind  so 
beschaffen,  daß  die  demselben  c-\Verte  entsprechenden  a  Kurven  sich  stets 
un  Punkte  mit  der  Abszisse  a;  =  c  berühren,  und  daß  sie  in  diesem  Punkte, 
der  stets  ein  Rückkehrpunkt  ist,  von  der  Diskriminantenkurve  y  —  r){x) 
geschnitten  werden.  Es  ist  also  y  =  r]{x)  |der  geometrische  Ort 
der  Rückkehrpunkte  der  einander  berührenden  a  Scharen 
von    Integralkurven ^ ). 

22.  Uiitersucliuug  der  singuläreii  Integrale. 

Die  Lösung  ?^(a;)  der  Diskriminantengleichung  möge  nun  ein  Inte- 
i^ral  der  Differentialgleichung  (1)  sein,  und  zwar  so.  daß 

eine  mehrfache  Lösung  der  Gleichung 

F{s,  tiix),  x)  =  0 
ist.    Das  Integral  i]{x)  befriedigt  dann  die  beiden  Gleichungen 

dF{s,y,x) 


^^^■"-)  =  «.^-(g- "-)-»■ 


F'  = 


ds 

Differentiieren  wir  die  erste  Gleichung  total  nach  a:,  so  folgt  mit  Rücksicht 
auf  die  zweite,  daß  auch 

dt)  dx       dx  ^ 

sein  muß.  Damit  also  die  Differentialgleichung  (1)  ein  Integral  von  der 
für  r]{x)  angegebenen  Beschaffenheit  besitzt,  ist  notwendig,  daß  die  drei 
Gleichungen 

(22)       F(s,y,x)^0.    F'{s,y,x)^0,    ^^  s  +  f^  =  Q 

^)  Vergl.   G.  Darboux.  Bulletin  des   Sciences   Mathematiques,  T.   4  (1873). 
S.  158. 

Schlesing-cr.  Differenüalgleichangen.  Q 
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gleichzeitig  befriedigt  werden,  indem  man  für  s.  y  gewisse  Funktionen 
von  X  setzt. 

Wenn  man  die  Differentialgleichung  (1)  beliebig  wählt  und  die  drei 
Gleichungen  (22)  ansetzt,  so  w-erden  sich  als  gemeinsame  Lösungen  dieser 
Gleichungen  im  allgemeinen  gewisse  diskrete  Wertetripel  {s,y,x)  er- 
geben. Eine  Differentialgleichung  (1)  besitzt  also  ,,im  allgemeinen"  kein 
Integral  von  der  für  y]{x)  geforderten  Beschaffenheit;  die  Existenz  eines 
solchen  bedingt  das  Bestehen  von  gewissen  Beziehungen  zwischen  den 
Koeffizienten  der  Differentialgleichung. 

Unter  Voraussetzung  des  Bestehens  der  Gleichung  (21)  lautet  (17) 
(S.  78)  wie  folgt: 

(17a)    ^^-^  =  gk{y  —  r]Y  +  gk+x{y  -  ri)  -    +  ■  ■  ■, 

wenn  wir  also  wieder 

y  —  r]  =  u,<' 

setzen,  so  ist 

.,,,  ■,  du  ,  ,  .  , 

(17b)  ai4«-i  r^  =  gtw*  +  gt+i  ii^-fi  +  •  •  •, 


(23) 


dx 
dx  aM"~i~* 


du        gk  +  gk+i  u  +  gk+iu^  +  •  •  •  ■ 
Bedeutet    c    einen    willkürlichen,     nicht    ausgeschlossenen    x-Wert 
innerhalb  S5,  so  ist  gu  für  x  =  c  von  Null  verschieden,   die  Differential- 
gleichung (23)  hat  also  in  der  Umgebung  von  w  =  0.    x  =  c  die  Form 

dx 
(24)  ^  =  /z«-i-^^(x-c,  u). 

wo  ^(x  —  c,  u)  eine  gewöhnliche  Potonzreihe  von  x  —  c  und  u  bedeutet. 
Wir  haben  jetzt  die  beiden  Fälle 

I)  a— 1— Ä^O, 
II)  a—i—k  <0 

zu  unterscheiden  und  gesondert  zu  behandeln. 

Im  Falle  I)  haben  wir,  da  k  eine  positive  ganze  Zahl  ist.  a  —  1  ^  ^, 
also 

k  <  a. 

Die  rechte  Seite  der  Differentialgleichung  (24)  ist  in  der  Umgebung  von 
u  =  0,  X  =  c  holomorph,  nach  dem  Existenztheorem  gibt  es  demnach 
ein  und  nur  ein  in  der  Umgebung  von  u  =  0  holomorphes  Integral  x.  das 
für  u  =  0  den  Wert  c  annimmt,  und  für  dieses  Integral  ist  die  (a  —  kyie 
Ableitung  die  erste,  die  für  u  =  0  nicht  verschwindet;  es  lautet  also; 

x—c=  yiu«-*  +  y2tt«-^+i  -f  •  •  • ,  (}',  A-  0). 


22.  Untersuchung  der  singulären  Integrale.  g3 

Nach  dem  Satze  von  der  inversen  Funktion  folgt  hieraus 

1  2 

u  =  ö^{x  —  c)«-*  +  dz{x  —  c)«-*  +  •  •  • ,  (^  I  0) 

a  o  +  l 

(25)     y^tj  ^  u''  =  e^ix  —  f )«-*  +  £2(3;  —  c)«-*  +  •  •  •,      (£1  -\:  0). 

In  der  Umgebung  von  x  =  c  stellt  uns  diese  Reihe  a  —  k  Integrale 
der  Differentialgleichung  (1)  dar,  die  für  a;  =  c  den  Wert  r]{c)  annehmen 
und  daselbst  einen  Verzweigungspunkt  besitzen,  wenn  a  —  k>  l  ist. 

Wenn  wir  dafür  sorgen  wollen,  daß  der  willkürliche  Punkt  x  =  c 
nicht  als  Verzweigungspunkt  gewisser  Integrale  soll  fungieren  können, 
so  haben  wir  also  der  Differentialgleichung  die  Bedingung  aufzuerlegen, 
daß  a  —  Ä;  =  1  sei,  d.  h. 

(C)i.  Wenn  in  der  Entwicklung  (17)  (S.  78  )  die  Zahl 
a  —  1 — Ä;  nicht   negativ   ist,    so   muß   sie   gleich    Null   sein. 

Wir  wollen  nun  die  Bedeutung  der  Integrale  (25)  und  ihre  Beziehung 
zu  dem  Integrale  y  =  r]{x)  erörtern.  Es  ist  im  Punkte  x  =  c  nicht  nur  der 
Wert  der  a  —  k  Integrale  (25)  gleich  r}{c),   sondern  auch  der  Wert  ihrer 

ersten  Ableitungen   stimmt   für   x  =  c  mit  dem  Werte  von  j   überein, 
da  ja  nach  (25) 


dx       ' 

ist.    Betrachten  wir  wiederum,  ähnlich  wie  in  der  vorigen  Nummer,  c  als 
willkürliche  Konstante  oder  als  veränderlichen  Parameter,  so  liefert  (wie 
dort)  die  Gleichung  (25)  die  Darstellung  des  allgemeinen    Integrals 
von  (1)  in  der  Umgebung  von  x  =  c.  Geometrisch  gedeutet,  stellt  (25) 
a  —  Ä;  Scharen  von  Integralkurven  dar;  die  Diskriminantenkurve  y  =  rj{x), 
die  jetzt  selbst  auch  eine  Integralkurve  ist,  hat  die  Eigenschaft,  daß  sie 
inj  edem  ihrer  Punkte  x  =^  c^  y  —  vi^)  ^^^  ^®^  "  —  ^  zusammengehörigen 
und  einander  berührenden  Individuen  der  Scharen    (25)   berührt  wird, 
sie  stellt  also  die  Enveloppe  dieser  a  —  k  Scharen  von  Integralkurven 
dar.   Der  Unterschied  gegenüber  dem  in  der  vorigen  Nummer  behandelten 
Falle  besteht  also  darin,  daß  dort  jeder  Punkt  x  =  c,  y  =  7j{c)  der  Diskri- 
minantenkurve y  =  ri{x)  ein  Rückkehrpunkt,  also  ein  singulärer  Punkt 
gewisser    Integralkurven    war,    während    hier    die    Diskriminantenkurve 
y  =  r]{x)  selbst  eine  Integralkurve  ist,   die  in  jedem  ihrer  Punkte  x  =  c, 
y  =  r){c)  gewisse  a  —  k  Integralkurven   berührt.    Der  Berührungspunkt 
ist  aber  im  geometrischen    Sinne    nicht    notwendig    ein    singu- 
lärer Punkt  jener  a  —  k  Integralkurven.    In  der  Tat  hat  man  z.  B.  für 
a  =  2,  für  die  Kurven  (25)  in  der  Umgebung  von  x  =  c  die  Entwicklung 

y  =  Vi^)  +  £i(^  —  c)^  +  ßal^  —  c)3  +  •  •  •  • 
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Man  nennt  das  Integral  ?/ =  i/ix)  in  diesem  Falle  ein  singuläres  (vgl. 
Nr.  18,  S.  70). 

Die  Bedeutung  eines  singulären  Integrals  ist  also  die, 
daß  es  als  Envoloppe  einer  von  einer  willkürlichen  Kon- 
stanten    abhängigen     Schar     von     Integralkurven     erscheint. 

Denkt  man  sich  diese  Schar  von  Integralkurven  durch  eine  Gleichung 
von  der  Form 

(26)  0(i/,  x,c)=(} 

zwischen  ?/,  x  und  der  willkürlichen  Konstanten  c  dargestellt,  so  ergibt 
sich,  wie  aus  den  Elementen  der  Differentialrechnung  bekannt  ist,  die 
Enveloppe  durch  Elimination  von  c  zwischen  (26)  und  der  Gleichung 

de         "■ 

Eine  Gleichung  von  der  Form  (26)  nennt  man  eine  allgemeine  Inte- 
gralgleichung der  Differentialgleichung  (1).  Gibt  man  dem  c  einen 
speziellen  konstanten  Wert,  so  liefert  die  Gleichung  (26)  ein  sogenanntes 
partikuläres  Integral;  das  singulare  Integral,  oder  die  Enveloppe  unter- 
scheidet sich  von  den  partikulären  Integralen  dadurch,  daß  es  im  allge- 
meinen aus  (26)  nicht  durch  Spezialisierung  der  Konstanten  c  hervorgeht. 
In  gewissen  besonderen  Fällen  kann  allerdings  auch  die  Enveloppe  durch 
die  Gleichung  (26)  für  einen  speziellen  konstanten  Wert  von  c  gegeben 
werden;  in  einem  solchen  Falle  sagt  man.  daß  7j{x)  zugleich  singuläres 
und  partikuläres  Integral  von  (1)  sei.  In  bezug  hierauf  wird  die  Betrach- 
tung des  Falles  II)  lehrreich  sein,  der  wir  uns  jetzt  zuwenden. 

Es  sei  also  a  —  i  ^  k  <  0,  dann  lautet  die  Differentialgleichung  (17b) 

du       1 

ihre  rechte  Seite  ist  also  in  der  Umgebung  von  x  =  c,  u  =  0  holomorph. 
Es  gibt  folglich  ein  und  nur  ein  in  der  Umgebung  von  x  =  c  holomorphes 
Integral  u,  das  für  x  =  c  verschwindet ;  dieses  Integral  ist  aber  offenbar 
II  =  0  selbst.  Die  Differentialgleichung  (17a)  besitzt  demnach  als  einziges 
Integral  y,  das  für  x  =  c  den  Wert  rj{c)  annimmt  und  nach  irgendwelchen 
Potenzen  von  x  —  c  entwickelbar  ist,  das  Integral  y  —  tj  {x),  das  also  hier 
nicht  als  Enveloppe  einer  Schar  von  Integralkurven,  d.  h.  nicht  als  singu- 
läres, sondern  als  partikuläres  Integral  auftritt.  Es  ist  aber  natürlich 
nicht  ausgeschlossen,  daß  für  einen  andern,  ebenfalls  zur  mehrfachen 
Wurzel  L,{x)  der  Gleichung 

F{S,  7yi.T),  X)  =  0 

gehörigen,  /3-gliedrigen  Zyklus  von  Zweigen  der  algebraischen  Funktion 
s  von  y  die  Entwicklung  in  der  Umgebung  von  y  =  tj  die  Form 


28.  Diskriminatitc  und  tiraun    Koeffizient  verschwiütl(!n.  ^5 

s  —  C(a:)  =  Kiy  —  rjY  +  h,{y  -  r])  fi  +  ■  ■  ■,  {h,  |  0) 

hat,  wo  ß  —  \  —  X>  0  ist,  so  daß  also  diesem  Zyklus  entsprechend, 
y  =  T)ix)  als  Enveloppe  einer  {ß  —  A)-fachen  Schar  von  Integralkurven 
auftritt.  In  einem  solchen  Falle  fungiert  also  r]{x)  wirklich  zugleich  als 
partikuläres  und  als  singuläres  Integral  (vgl.  oben  S.  84). 

Da  in  dem  Falle  II)  x  ^  c  kein  Verzweigungspunkt  Sein  kann,  ist 
dieser  Fall,  wenn  man  zu  erreiclien  sucht,  daß  die  Integrale  der  Differen- 
tialgleichung (1)  keine  verschiebbaren  Verzweigungspunkte  besitzen  sollen, 
als  zulässig  zu  betrachten;  dem  Satze  (C)i  ist  also  hinzuzufügen: 

(G).^.    In  der  Entwicklung  (13a)  (S.  78)  von  .s  darf   die  Zahl 
a  —  1  — k  negativ   sein, 
oder  indem  wir  (G)i  mit  (G)™  vereinen: 

(G).  In  der  Entwicklung  (13a)  (S.  78)muß  /r  ^  a  —  1  sein. 


28.    Untersuchung   der   Fälle,   wo   der    Koeffizient   der   höchsten 

Potenz  der  Ableitung  zugleich  mit  der  Diskrlminante  verschwindet, 

und  wo  das  Integral  selbst  unendlich  wird. 

Es  sei  nun  y  =  rjix)  eine  gemeinsame  Lösung  der  beiden  Gleichungen 
Aoiy,  X)  =  0,     Z)(y,  X)  =  0, 
dann  besitzt  die  Gleichung 

F{s,  rjix),  x)  =  0 
die  mehrfache  Wurzel  s  =  oo.     Dieser   entsprechen  gewisse  Zykeln  von 
Zweigen,  der  durch  die  Gleichung 

F{s,  y,x)  =  () 

definierten  algebraischen  Funktion  s  von  y,  die  füi-  y  =  7]{x)  den  gemein- 
samen Wert  s  =  oo  annehmen,  also  in  y  =  t]{x)  algebraisch  unendlich 
werden.  Betrachten  wir  einen  solchen  a-gliedrigen  Zyklus,  so  wird  dieser 
in  der  Umgebung  von  y  =  7]{x)  in  der  Form  (14a)  (S.  76),  also  in  der  Form 

k  1  2 

(27)     s=  {y  —  ^)~«  (g,j  +  giiy  —  ?y)«  +  So(y  —  rjY  +  •  •  •) 

dargestellt,  wo  k  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  die  wir  uns  so  gewählt 
denken,  daß  g^  nicht  identisch  verschwindet.  Bedeutet  35  den  Bereich  der 
a;-Ebene,  innerhalb  dessen  die  Funktion  r]{x)  holomorph  ist,  so  sind  die 
?0'  %v  ■  ■  ■  ebenfalls  innerhalb  ^5  holomorphe  Funktionen  von  x.  Die- 
jenigen x-Werte,  für  die  g^  gleich  Null  wird,  denken  wir  uns  ausgeschlossen. 

dy 
Setzen  wir  ^^  an  die  Stelle  von  s,  so  folgt  aus  (27)  die  Differential- 
gleichung : 
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-    — »  tii  ->^^      a  la     _i-   o   (oi  'in\a   _L    .  .   .^ 


dx~'^~ 

^  'II       veo  -r  sivi/  —  'ir  -r 

und  wenn  wir  wiederum 

einführen : 

y  —  rj  =  W" 

.  du 
dx 

-^  +  "-Mgo  +  gi^*+  •••), 

dx 
du 

1 

Uk  +  a-l                                          

dri 

Ist  nun  X  =  c  ein  beliebiger  innerhalb  93  gelegener  Wert,  der  nicht 

zu  den  ausgeschlossenen  gehört,  für  den  also  go  nicht  verschwindet,  so  ist 

in  der  Umgebung  von  x  =  c,  u  =  0  . 

dx 
^=au^+—^^{x~c,u), 

wo  ^(x  —  c,  u)  eine  gewöhnliche  Potenzreihe  von  x  —  c  und  u  bedeutet. 
Da  jedenfalls 

k  +  a  —  l>  0 

ist,  so  besitzt  diese  Differentialgleichung  nach  dem  Existenztheorem  der 
Nr.  9  ein  wohlbestimmtes,  in  der  Umgebung  von  u  =  0  holomorphes 
Integral  .r,  das  für  u  =  0  den  Wert  c  annimmt.  Da  die  (k  +  a)-te  Ab- 
leitung dieses  Integrals  die  erste  ist,  die  für  u  =  0  nicht  verschwindet, 
so  lautet  seine  Entwicklung  in  der  Umgebung  von  w  =  0: 

a-  _  c  =  yiw*^+«  +  72«^*+"+^  +  •  •  • ,  (}'i   )   0) 

also  folgt  nach  dem  Satze  von  der  inversen  Funktion 

1  2 

u  =  ö^ix  —  c)*+«  +  ö^ix  —  c)*+^  +  •  •  • ,  (öl  4-  0) 

woraus  sich  für  y  die  in  der  Umgebung  von  rr  =  c  gültige  Entwicklung 

y  ==  r]  -\-  Biix  —  c)*+«  +  Ezix  —  c)*+«  -f  •  •  • 

ergibt.  Wir  haben  also  k  -\-  a  Integrale,  die  für  x  =  c  den  Wert  y  =  r]{c) 
annehmen,  und  diese  Integrale  besitzen,  da  A;  +  a  >  1  ist,  in  a:  =  c  jeden- 
falls einen  Verzweigungspunkt.  Im  übrigen  ist  dieser  Fall  dem  in  den 
Nummern  20,  21  behandelten  ganz  analog;  da  nämlich  t){x)  in  der  Um- 

dn 
gebung  von  x  =  c  holomorph  ist,   so  ist    ,     für  a;  =  c  endlich,    also  von 

s  =  cxD,  was  hier  dem  ^{x)  der  Nr.  21  entspricht,  verschieden. 

Soll  das  Auftreten  von   verschiebbaren  Verzweigungspunkten  aus- 
geschlossen sein,  so  darf  der  hier  diskutierte  Fall  nicht  auftreten,  d.  h.: 

(D).  Die  Gleichung  Af,(y,  x)  =  0  darf  keine  Lösung  y  =  i](x) 


23.  Diskriminantc  und  erster  Koeffizient  verschwinden.  87 

bositzon,  die  auch  die  Diskriniinantengleichung  D{y^  x)  —  0 
bcfr  ied  igt . 

Damit  ist  das  Verhalten  der  Integrale  der  Differentialgleichung  in 
allen  denjenigen  Fällen  erledigt,  wo  x  keinen  der  ausgeschlossenen  Werte 
annimmt,  und  wo  das  Integral  in  dem  betreffenden  a:-Punkte  einen  be- 
stimmten endlichen  Wert  besitzt.  Um  das  Verhalten  eines  Integi'als  in  der 
Umgebung  eines  solchen  nicht  ausgeschlossenen  x'-Punktes  zu  disku- 
tieren, wo  dieses  Integral  selbst  unendlich  wijd,  hat  man  nur 

1 

y  =  ~ 

zu  setzen  und  für  die  Differentialgleichung  in  z  das  Verhalten  derjenigen 
Integrale  zu  untersuchen,  die  in  dem  betreffenden  a;- Punkte  verschwinden. 
Da  nach  den  Ergebnissen  der  eben  abgeschlossenen  Untersuchung  z  in  der 
Umgebung  eines  jeden  solchen  x-Wertes  nach  ganzen  oder  gebrochenen 
positiven  Potenzen  des  Inkrements  entwickelbar  ist,  so  ist  ein  solcher 
a;-Wert  für  ein  daselbst  unendlich  werdendes  Integral  y  entweder  ein  ein- 
facher Pol  oder  eine  algebraische  Unendlichkeitsstelle,  je  nachdem  das 
in  diesem  Punkte  verschwindende  Integral  z  in  der  Umgebung  desselben 
holomorph  ist  oder  sich  verzweigt. 

Wenn  wir  für  die  Integrale  von  (1)  das  Auftreten  verschiebbarer 
Verzweigungspunkte  vermeiden  wollen,  so  werden  wir  also  dafür  sorgen 
müssen,  daß  ein  willkürlicher  Punkt  x  (der  nicht  zu  den  ausgeschlossenen 
gehört)  kein  Verzweigungspunkt  für  das  in  diesem  Punkte  verschwindende 
Integral  z  sei.  Wir  werden  also  die  Differentialgleichung  für  z  den  Be- 
dingungen (A),  (B),  (C),  (D)  zu  unterwerfen  haben,  d.  h.: 

(E).  Setzt  man  in  der  Differentialgleichung  (1)  für  y 
den  Wert  z~^  ein,  so  müssen  die  Bedingungen  (A),  (B),  (C),  (D) 
auch  für  die  sich  so  ergebende  Differentialgleichung  er- 
füllt  sein. 

Wenn  wir  jetzt  die  Gesamtheit  der  Punkte  x  ins  Auge  fassen,  die 
wir  für  die  Differentialgleichung  (1)  als  auszuschließende  bezeichnet  haben, 
und  noch  diejenigen  Punkte  hinzufügen,  die  für  die  Differentialgleichung 
in  z  aus  ähnlichen  Gründen  auszuschließen  sind,  wenn  wir  ferner  noch 
feststellen,  ob  der  Punkt  x  =  oo  auszuschließen  ist  oder  nicht,  was  durch 
die  Substitution 

1 

und  Untersuchung  des  Punktes  1  =  0  für  die  transformierte  Differential- 
gleichung geschehen  kann,  so  erhalten  wir  eine  gewisse  Menge  von  jc- Werten, 
die  wir  als  die  festen  singulären  Punkte  der  Differentialglei- 
chung (1)  bezeichnen  werden.  Wir  wollen  auch  hier  —  wie  in  der  Nr.  14  — 
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der  Einfachheit  wegen  annehmen,  daß  die  festen  singulären  Punkte  isoliert 
hegen.  Dies  wird  z.  B.  stets  zutreffen,  wenn  in  F{y\  y.  x)  die  A^iy.  x) 
auch  ganze  rationale  Funktionen  von  x  sind. 

Urngeben  wir  dann  jeden  dieser  Punkte  mit  einer  unendlich  kleinen 
Kurve  und  legen  Querschnitte  von  diesen  Kurven  aus  nach  x  ==  oo  hin. 
so  erhalten  wir  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  T.  In  der  Um- 
gebung jedes  Punktes  dieser  Fläche  kennen  wir  das  Verhalten  derjenigen 
Integrale,  die  in  diesem  Punkte  einen  bestimmten  endlichen  oder  unendhch 
großen  Wert  annehmen;  jedes  solche  Integral  ist  in  dieser  Umgebung  in 
ähnlicher  Weise  entwickelbar  wie  eine  algebraische  Funktion  von  a;,  d.  h 
nach  ganzen  oder  gebrochenen,  positiven  oder  negativen  Potenzen  des 
Inkrements,  wo  aber  immer  nur  eine  endliche  Anzahl  negativer  Potenzen 
auftreten  kann,  d.  h.  es  verhält  sich  innerhalb  T  algebroid  . 

Die  Möglichkeit,  daß  ein  Integral  der  Differentialgleichung  (1)  für 
einen  Punkt  von  T  sich  überhaupt  keinem  bestimmten  endhchen  oder 
unendlich  großen  Werte  nähert,  d.  h.  unbestimmt  ist,  kann  ganz  in  derselben 
Weise  abgewiesen  werden,  wie  in  der  Nr.  14  in  dem  dort  betrachteten 
Falle  einer  Differentialgleichung,  die  die  .\bleitung  von  y  als  rational«- 
Funktion  von  y  definiert  ^).  Man  hat  zu  diesem  Zweck  nur  diejenigen 
Werte  t^^,  7].^,  ■  ■  ■■,  rji  aufzusuchen,  die  so  beschaffen  sind,  daß  ein  Integral 
7/  von  (1),  das  für  x  =^  x^  einen  dieser  Werte  wirklich  annimmt,  in  der 
Umgebung  von  x  =  x^  einen  Pol  oder  einen  algebraischen  Verzweigungs- 
punkt besitzt,  und  weiter  genau  so  zu  schließen  wie  in  der  Nr.  14.  Wii 
haben  demnach  den  allgemeinen  Satz:  ^ 

Alle  Integrale  der  Differentialgleichung  (1)  besitzen 
in  der  Umgebung  eines  Punktes  der  Fläche  T  den  Charakter 
von  algebraischen  Funktionen  der   unabhängigen  Variabein. 

Wir  werden  also  zu  der  einfachsten  Klasse  von  DifTerentialgleichungen 
geführt  werden,  wenn  wir  die  Differentialgleichung  (l)  so  einrichten,  daß 
ihre  Integrale  innerhalb  T  den  Charakter  von  rationalen  Funktionen 
besitzen,  d.  h.  so,  daß  innerhalb  von  T  keine  Verzweigungspunkte  der  Inte- 
grale auftreten.  Für  diese  Klasse  von  Differentialgleichungen,  die  Fuchs 
zuerst  charakterisiert  hat,  sind  also  alle  Verzweigungspunkte  der  Integrale 
fest;  wenn  man  das  Verhalten  ilirer  Integrale  in  der  Umgebung  der  festen 
singulären  Punkte  der  Differentialgleichung  kennt,  so  kann  man.  wie  für 
die  Riccatische  Differentialgleichung,  den  analytischen  Chiirakter  eines 
durch  seine  Anfangswerte  bestimmten  Integrals  in  der  ganzen  .r-Ebene 
als  bekannt  ansehen.  Wir  kennen  auch  schon  die  notwendigen  und  hin- 
reichenden   Bedingungen,   denen  die   Differentialgleichung   (1)   zu   unter. 

')  Vergl.  hierfür  Paiiiieve.  Le^ons,  S.  f)l!tT. :  Picard.  Traite  III  (1!^K>S). 
S.  44:  Forsyth,  Theory  etc..  Vol.  II.  S.  266ft. 
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worfeii  ist,  dainit  sie  zu  ilirscr-  Klasse  gehöre.  Sie  ergeben  sich  aus  den 
Bedingungen  (A),  (B),  (G),  (D),  (E).  Ehe  wir  auf  eine  Zusammenfassung 
•  lieser  Bedingungen  und  auf  die  weitere  Diskussion  der  Differential- 
«jleichungen,  die  denselben  genügen,  eingehen,  wollen  wir  noch  einige 
lieinerkungen  über  die  singulären  Integrale  zusammenstellen  und  ein 
Jieispiel  für  das  Auftreten  dieser  Integrale  vorführen. 


24,  IJber  die  Theorie  der  sinj^uläreii  Integrale. 

Das  Auftreten  von  singulären  Integralen  hat  schon  die  Analysten 
<les  18.  Jahrhunderts  beschäftigt,  und  hat  bis  in  die  neueste  Zeit  den  Gegen- 
stand vielfacher  Erörterungen  und  Untersuchungen  gebildet.  Der  erste, 
der  die  Existenz  dieser  Art  von  Integralen  wahrgenommen  hat,  war  Clai- 
raut  ').    Er  betrachtete  die  Differentialgleichung 

für  die 

F(s,  y,  x)  =  s^  —  (x  +  l)  s  -\-  y  =  0, 
F'{s,  y,x)  =  2s—{x-\-  \)  =0, 

D{y,x)=y-(^\^^'=0 

ist.   Die  Diskriminantengleichung  besitzt  als  einzige  Lösung 

fX  +   i\2 

die  Gleichung 

F{s,  riixu  X)  =  .?'-  -  (o:  +  1)  .V  +  (""  +  ^'j'=  0 
besitzt  als  mehrfache  (doppelte)  Wurzel 


es  ist  also 


a.^^'fl 


Die  Entwicklung  (17a)  (S.  82)  ergibt  sich  unmittelbar  in  der  Form 

(29)  <'<^--'').,,_„J, 

wir  haben  also  ^"  =  1,  a  =  2,  a  —  1  —  A'  =  0,  es  liegt  somit  der  Fall  I) 


1)  A.  C.  Clairaut,  ffistoke  de  lAcademie  de  Paris,  1734.  S.  196 ff.  Über 
hierher  gehörige  frühere  Bemerkmigen  Taylors  vergl.  M.  Cantor.  Gesehichte 
der   Mathematik,  Bd.  III  (1901),  S.  460. 
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der  Nr.  22  vor,  d.  h.  rjix)  ist  ein  singuläres  Integral.  Aus  (29)  folgt 
durch  Integration   - 

x  —  c  =  --2{ri—  yY-, 
wo  c  die  willkürliche  Konstante  bedeutet;  also  haben  wir  (vgl.  (25)) 

y  — ■/?  =  —  i  (a;  — c)2, 
woraus  sich,  wenn  wir  Cj  =  |  (1  +  c)  setzen, 

(30)  ?/  =  — Ci+(a^+l)Ca 

als  allgemeines  Integral  mit  der  willkürlichen  Konstanten  Cj  ergibt.  Diese 
Gleichung  stellt  geometrisch  eine  Schar  von  geraden  Linien  dar, 
als  deren  Enveloppe  sich  in  der   Tat   die  durch  das  singulare  Integral 

y  =  [  2-) 

repräsentierte  Parabel  ergibt. 

Wie  man  bemerkt,   erhält  man    die    allgemeine  Integral- 
gleichung (30)  aus    der    Differentialgleichung  (28),  indem   man 

dv 
f  durch  die   willkürliche    Konstante  c,  ersetzt. 

dx  ^ 

In  ähnlicher  Weise  wird  auch  die  allgemeine  Gleichung 

dv 
wo  /  eine  beliebige  Funktion  von  ,   mit  konstanten  Koeffizienten  bedeutet, 

integriert.  Man  bezeichnet  diese  Gleichung  gewöhnUch  als  Clairautsche 
Differentialgleichung.  Man  gelangt  zu  ihrem  allgemeinen  Integrale,  indem 
man  die  Gleichung  differentiiert.  In  der  Tat  ergibt  sich  durch  Differen- 
tiation 

dx"  dx'^^dx^'^  '  [dx   dx^' 


wo  /'  die  Ableitung  von  /  bedeutet;  und  hieraus  folgt  weiter 


gr.-./M-^n=o. 


Die    Gleichung 

Kdx, 

liefert  im  Falle  der  Differentialgleichung  (28)  das  singulän^   Integral. 
Die   Gleichung 


x-\-r(^^]  =  Q 


gibt  zweimal   integriert 


'^■'^  =  0 


y  =  c^x  +  f2, 
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wo  Cj,  Ca  Integrationskonstanten  bedeuten;  setzt  man  diesen  Wert  von  y 
in  die  Differentialgleichung  (31)  ein,  so  kommt 

r,x  +  Ca  =  xc^  +  /(c,), 

li.  h.  C2  —  /(Ci),  CS  ist  also  m  der  Tat 

y  =  CiX  +  /(Ci) 

das  allgemeine    Integral. 

Wie  wir  in  der  Nr.  22  bemerkt  haben,  muß  ein  singuläres  Integral 
rii^x)  der  Differentialgleichung  (1)  die  Eigenschaft  haben,  daß  die  drei 
Gleichungen  (22)  (S.  81  )  befriedigt  werden,  wenn  man 

setzt.  Daraus  folgt  (vgl.  a.  a.  0.),  daß  eine  Differentialgleichung  (1)  im 
allgemeinen  kein  singuläres  Integral  besitzt.  Andererseits  haben  wir 
gesehen,  daß  sich,  wenn  die  allgemeine  Integralgleichung  (26) 

0{y,  x,c)  =0 
bekannt  ist,  durch  Elimination  von  c  zwischen  dieser  Gleichung  und 

de 
das  singuläro  Integral  ergibt.  Da  nun  diese  Elimination  im  allgemeinen 
möglich  ist,  schloß  Lagrange^),  der  dieses  Verfahren  zur  Auffindung  des 
singuiären  Integrals  zuerst  angegeben  hat,  daß  eine  Differentialgleichung 
(1)  im  allgemeinen  ein  singuläres  Integral  besitzt.  Dieser  scheinbare  Wider- 
spruch galt  lange  Zeit  hindurch  als  unlösbares  Paradoxon.  Hamburger, 
dem  wir  in  bezug  auf  die  Theorie  der  singuiären  Integrale  in  unseren  Aus- 
einandersetzungen gefolgt  sind,  hat  aber  gezeigt  2),  daß  ein  genaues  Stu- 
dium der  allgemeinen  Integralgleichung  (26)  zu  ebendenselben  Bedingungen 
für  die  Existenz  eines  singuiären  Integrals  führt,  wie  das  Studium  der 
Differentialgleichung  selbst.  Diese  zuerst  von  Hamburger  aufgestellten 
Bedingungen  lauten  nach  den  Ergebnissen  der  Nummern  21,  22  zusammen- 
gefaßt wäe  folgt: 

Wenn  y  =  r]{x)  eine  Lösung  der  Diskriminantengleichung  ist,  so 
sind  drei  Fälle  möglich: 

1)  y  —  Vi^)  ^s^  keine  Lösung  der  Differentialgleichung  (1);  dann 
sind  diejenigen  partikulären  Integrale  y  von  (1),  die  in  dem  willkürüchen 
Punkte  X  =  c,  in  dessen  Umgebung  r]{x)  holomorph  ist,  den  Wert  r]{c) 
annehmen,  in  der  Umgebung  von  x  =  c  in  der  Form 

(y)  y  —  'n  =  '^{x  —  c) 

entwickelbar,  wo  ^{x  —  c)  eine  nach  positiven  ganzen  oder  gebrochenen 

1)  1774,  J.  L.  Lagrange,   Oeuvres,  Bd.  IV,  S.  Iff.;  vergl.  ebenda  S.  585 ff. 

2)  M.  Hamburger,  Grelles  Journal,  Bd.  112  (1893),  S.  205 ff. 
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Potenzen  von  x  —  c  fortschreitende  Reihe  bedeutet,   in  der  der  Exponent 
des  AnfangsgUedes  nicht  größer  ist  als  Eins. 

2)  ?/  =  'r^{x)  ist  ein  singuläres  Integral,  d.  h.  Enveloppe  einer  Schar 
von  Integralkurven;  dann  haben  diese  Integralkurven  in  der  Umgebung 
von  X  ^=  c  eine  Entwicklung  von  der  Form  (y),  in  der  der  Exponent  des 
Anfangsgliedes  (vgl.  (25))  größer  ist  als  Eins. 

3)  ?/  =  iq(x)  ist  ein  partikuläres,  eventuell  zugleich  ein  singuläres 
Integral;  dann  ist  für  eine  Gruppe  von  Integralen,  die  in  a;  =  c  den  Wert 
?y(c)  annehmen,  y  —  r\{x)  —  0,  und  wenn  für  die  übrigen  dieser  Integrale 
der  Anfangsexponent  der  Entwicklung  (y)  nicht  größer  als  Eins  ist,  so 
ist  7](x)  nur  ein  partikuläres,  wenn  dagegen  für  einige  dieser  Integrale 
der  Anfangsexponent  größer  als  Eins  ist,  so  ist  r]{x)  zugleich  partikuläres 
und  singuläres  Integral. 

Auf  eine  Wiedergabe  der  an  die  allgemeine  Integralgleichung  an- 
schließenden Untersuchungen  von  Hamburger  können  wir  hier  nicht  ein- 
gehen, da  das  genaue  Studium  dieser  Integralgleichung  Hilfsmittel  aus 
der  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  erfordert  '). 

^)  Vergl.  dafür  Hörn,  Differentialgleichungen,  Sammlung  Schubert  L  (190.') 
S.  348  ff. 


Viertes    Kapitel. 

Differeiitial2:leic]miisj:eii  mit  festen  Verzweigun^s- 

pnnkten. 

2r).    Znsainnienfassung    der  Bediiigniigren   für    das   Nichtanftreteii 

verschiebbarer  Verzweiffiingspunkte. 

Briot-  lind  Bon  quetsche  Differentialgleichnngen. 

Wie  schon  am  Schlüsse  der  Nr.  23  bemerkt  wurde,  enthalten  bereits 
die  im  vorigen  Kapitel  unter  (A)  bis  (E)  formulierten  Bedingungen 
die  notwendigen  und  hinreichenden  Einschränkungen,  denen  die  Koeffi- 
zienten  der    Differentialgleichung 

(1)     ^(1'  y^ ')  =  ^o(^'  ^-^  (1)"'+  •  •  •  +  -^'«(^'  ^)  =  ^ 

zu  unterwerfen  sind,  damit  die  Integrale  innerhalb  der  in  der  Nr.  23  mit  T 
bezeichneten  Fläche  den  Charakter  rationaler  Funktionen  haben,  oder, 
wie  wir  mit  Fuchs  kurz  sagen  wollen,  damit  die  Differentialgleichung  (1) 
nur  feste   Verzweigungspunkte  besitze. 

Zunächst  ergibt  die  Zusammenfassung  der  Bedingungen  (A)  (S.  75) 
und  (D)  (S.  86),  daß  die  Gleichung  A^iy,  a;)  =  0  überhaupt  keine  (end- 
liche) Lösung  y  besitzen  darf,  d.  h.  die  ganze  Funktion  A^iy,  x)  muß  von  y 
unabhängig,  also  eine  bloße  Funktion  von  x  sein.  Dann  kann  man  aber 
mit  dieser  Funktion  von  x  durchdividieren  und  erhält  so  als  Koeffizienten 
der  höchsten  Potenz  der  Ableitung  in  (1),  die  Eins. 

Setzen  wir  in  (1),  wo  also  jetzt  AQ{y,x)  =  1  vorausgesetzt  wird, 

1 

y  =  -.^ 

so  folgt  für  z  die  Differentialgleichung 

-  •■■  +  A,n(^-,xj  =  0. 

Wenn  wir  hierin  die  Nenner  durch  Multiplikation  mit  einer  geeigneten 
Potenz  von  :;  entfernen,  d.  h.  die  Differentialgleichung  so  umformen,  daß 
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ihre  Koeffizienten  ganze  rationale  Funktionen  von  z  sind,  so  müssen  nach 
(E)  (S.  87)  auch'  für  diese  Differentialgleichung  die  Bedingungen  (A)  und 

dz 
(D)  erfüllt,  d.  h.  der  Koeffizient  der  m-ten  Potenz  von^  muß  von  z  unab- 
hängig sein.    Hieraus  folgt  aber,  daß  der  Koeffizient  A^XV-^  ^)  in  (1),  für 
/c  =  1,  2,  .  .  .,  m,  in  ?/  höchstens  vom  2Ä;-ten  Grade  ist. 

Was  die  Bedingungen  (B)  (S.  79,  80)  und  (C)  (S.  85)  anlangt,  so  ist 
zu  bemerken,  daß   jeder   von  Null  verschiedenen  Lösung  y  =  r?(a;)   der 

...  -  .  1 

Diskriminantengleichung    Z)(2/,  x)  =  0    von    (1)    eine    Lösung   2  =  - , 

der  Diskriminantengleichung  D-^{z^x)  =  0  der  Differentialgleichung  (2) 
in  z  entspricht.  Soweit  also  solche  Lösungen  von  Z)i(z,  x)  =  0  in  Frage 
kommen,  sind  die  Bedingungen  (B)  und  (C)  für  die  Differentialgleichung 
(2)  von  selbst  erfüllt,  wenn  sie  für  (1)  gelten.  Es  kann  aber  vorkommen, 
daß  die  Diskriminante  Z)i(z,  x)  von  (2)  noch  eine  Potenz  von  z  als  Faktor 
enthält;  in  diesem  Falle  müssen  die  Bedingungen  (B)  und  (C)  für  die 
Lösung  2  =  0  ausdrücklich  hinzugefügt  werden  ^). 

Wir  erhalten  so  den  folgenden,  im  wesentlichen  von  Fuchs  her- 
rührenden Satz  2): 

Die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  dafür, 
daß  die  Integrale  der  Differentialgleichung  (1)  nur  feste  Ver- 
zweigungspunkte   besitzen,    sind: 

1)  Die   Differentialgleichung  hat  die  Form 

wo  A^{y,x),  .  .  .,  A„Sy,^)  ganze  rationale  Funktionen  von  // 
mit  von  x  abhängigen  Koeffizienten  bedeuten  und  ^^(y,  x) 
höchstens  vom  Grade  2Ä;  in  y  ist,  für  ä;  =  1,  2,  .  .  .,  m. 

2)  Ist  y  —  r]{x)  eine  Lösung  der  Diskriminantengleichung 
^(2/7  ^)  =  0  und  s  =  C(a;)  eine   mehrfache  Wurzel   der  Gleichung 

(a)  F{s,  rj{x),  x)  =  0, 

der  solche   Zweige   der  durch 

iß)  F{s,  y,x)  =  0 

definierten    algebraischen    Funktion    5    von    y    entsprechen, 

^)  Dies  ist  z.  B.  der  Fall  für  die  Differentialgleichung 
-d(y-fix)) 


dx 


=  iy-  Aa:))"'+^ 


wo  m  und  r  teilerfremde  positive  ganze  Zahlen  sind.  Dieses  Beispiel  rührt  von 
Hill  und  Berry  her  (l'roc.  of  the  London  Math.  Soc.  (2).  9,  1910.  S.  281).  die 
auf  diese  zuletzt  genannte  Bedingung  ausdrücklich  hingewiesen  haben. 

0  L.  Fuchs.  Berliner  Sitzungsberichte  1884,  S.  7t>7;  Werke  II.  S,  3lU. 
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dti 
die   sich    für  y  =  r]{x)  verzweigen,     so     muß    C{x)  mit    ,'  über- 
einstimmen,   also  rj{x)  jedenfalls    eine    Lösung   der    Differen- 
tialgleichung   sein. 

3)  In  der  Entwickelung  dieser  Zweige  nach  Potenzen 
von  y  —  7]{x) 

rj  '-  y:^ 

s—  2c^  gt(y  —  '/)"  +  ?/^+i(2/  —  r])'"    +  •  •  •'  (^fc  4=  0) 

muß  k>  a —  1  sein. 

4)  Die  Bedingungen  2)  und  3)  müssen  auch  erfüllt  sein 
für   die  Differentialgleichung,   die   aus   der   gegebenen   durch 

1 
die    Transformation   :;=-  hervorgeht. 

y 

Die  durch  diese  Bedingungen  charakterisierte  Klasse  von  Differen- 
tialgleichungen der  Form  (1)  spielt  also  hier  dieselbe  Rolle,  wie  die  Riccati- 

dy 
sehe  unter  den  Differentialgleichungen,  in  denen  j    als  rationale   Funk- 
tion von  y  gegeben  wird. 

Ein  interessanter  und  wichtiger  Spezialfall  von  Differentialgleichungen 
der  Form  (1),  die  in  diese  Klasse  gehören,  d.  h.  keine  verschiebbaren  Ver- 
zweigungspunkte besitzen,  ergibt  sich,  wenn  wir  die  Koeffizienten  der 
Differentialgleichung,  d.  h.  also  die 

^i(y,  3-), . . .,  Am{y,  X) 

als  von  X  unabhängige,  ganze  rationale  Funktionen  von  y  (mit  konstanten 
Koeffizienten)  voraussetzen.  In  diesem  Falle  enthält  also  F  die 
unabhängige  Veränderliche  überhaupt  nicht  explizite,  wir 
können  die  Differentialgleichung  demnach  in  der  Form 

(3)  Ki-^)-« 

schreiben. 

Im  Falle  der  Riccatischen  Differentialgleichung  (Nr.  17,  S.  66) 
ließ  sich  der  analoge  Fall  durch  elementare  Integration  erledigen,  das 
ist  hier  nicht  möglich,  wir  können  aber,  ähnlich  wie  in  der  Nr.  17, 
folgendermaßen  schließen: 

Offenbar  bleibt  die  Differentialgleichung  (3)  ungeändert,  wenn  wir 
X  -{■  c  du  die  Stelle  von  x  setzen,,  wo  c  eine  willkürliche  Konstante 
bedeutet;  ist  also 

y  =  fix) 

eine  Lösung  von  (3),  so  ist  auch  f{x  +  c)  eine  Lösung,  und  zwai-.  da  sie 
eine  \Nillkürlic.he  Konstante  enthält,  die  allgemeine  Lösung. 

Wäre  nun  z.  B.  der  im  Endlichen  gelegene  Punkt  x  =  Xq  ein  Ver- 
zweigungspunkt der  Integrale  von  (3),  so  würde  auchxo  +  c  für  gewisse 
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Integralo  als  Verzweigungspunkt  fungieren;  dies  ist  aber  nicht  möglich,  da 
die  Verzweigungsplinkte  nicht  verschiebbar  sein  sollten.  Wäre  ein  solcher 
Punkt  X  =  Xq  eine  wesentlich  singulare  Stolle  der  Integrale,  so 
müßte  auch  Xo  +  ^  für  gewisse  Integrale  eine  solche  Stelle  sein,  aber  auch 
dies  ist  nicht  möglich,  da  wir  wissen,  daß  sich  jedes  Integral  innerhalb 
der  Fläche  T  algobroid  verhält,  es  kann  also  nicht  ein  willkürlicher  Punkt 
X(,  +  c  als  wesentlich  singulare  Stelle  fungieren.  Die  Integrale  von  (3) 
verhalten  sich  demnach  für  alle  endlichen  Werte  von  x  wie  rationale  Funk- 
tionen. Es  kann  aber  auch  der  unendlich  ferne  Punkt  x  =  oo  kein  Ver- 
zweigungspunkt sein,  denn  wäre  dies  der  Fall,  so  müßte  es  geschlossenf' 
Wege  in  der  a;-Ebene  geben,  auf  denen  fortgesetzt  die  Integrale  von  (3) 
eine  Wertänderung  erfahren;  da  aber  die  Integrale  in  der  Umgebung  jedes 
Punktes,  der  innerhalb  des  von  einer  geschlossenen  Kurve  begrenzten 
endlichen  Gebietes  der  aj-Ebene  liegt,  sich  wie  rationale  Funktionen  ver- 
halten, ist  es  nicht  möglich,  daß  sie  längs  einer  solchen  Kurve  fortgesetzt 
eine  Wertänderung  erfahren.  Dagegen  kann  a:  =  oo  eine  wesentlich  singu- 
lare Stelle  sein,  und  überdies  können  die  Integrale  im  Endlichen  gelegene 
Pole  haben.    Wir  haben  also  den  Satz : 

Wenn  eine  Differentialgleichung  von  der  P'orm  (1)  die 
unabhängige  Veränderliche  nicht  explizite  enthält  und  ihre 
Integrale  keine  mit  den  Anfangswerten  verschiebbare  Ver- 
zweigungspunkte besitzen,  oder  mit  anderen  Worten,  wenn 
in  einer  Differentialgleichung,  die  den  Fuchsschen  Bedin- 
gungen 1)  bis  4)  genügt,  die  Koeffizienten  der  ganzen  ra- 
tionalen Funktionen 

'Aj(y,x),...,An.{y,x) 

von  y,  Konstanten   sind,    so    sind    die    Integrale    dieser    Diffe 
rentialgleichung    eindeutige    Funktionen    von   x,  die    nur    im 
Unendlichen     einen     wesentlich     singulären    Punkt      besitzen 
können. 

Die  notwendige  und  hinreichende  Form  dieser  Differentialgleichungen 
ergibt  sich,  wenn  man  die  Koeffizienten  einer  Differentialgleichung  von 
der  Form  (3)  den  Fuchsschen  Bedingungen  1)  bis  4)  unterwiift.  Die  so 
entstehende  Klasse  von  Differentialgleichungen  haben  Briot  und 
Bouquet^)  zuerst  aufgestellt  und  untersucht,  man  nennt  sie  darum 
gewöhnlich  die  Briot-  und  Bou  quetschen  Differentialgleichun- 
gen. Ihre  Eigenschaften  werden  sich  als  besondere  Fälle  der  Eigen- 
schaften der  allgemeinen  Differentialgleichungen  mit  festen  Verzweigungs- 
punkten  ergeben,   zu    deren  Dai*legung  wir  jetzt  übergehen. 

^)  Briot  et  Houqiu't.  .lournal  de  TEcole  i^olytechnique.  Call.  3l5.  S.  li)9ff. 
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26.  Kanj?  einer  jilgebriiisclieii  Gleichung. 
Rang  Null,  Eins  und  Zwei. 

Bei  allen  Intci^ratiünsproblcMiicn,  die  sich  auf  algebraische  Funk- 
tionen einer  Variabein  b(v.iehen,  spielt  eine  Klassifikation  dieser  Funk- 
tionen eine  überaus  wichtige  Rolle,  die  zuerst  Ricmann  in  seiner  Theorie 
der  Abelschen  Funktionen  ^)  allgemein  eingeführt  hat. 

Hat  man  nämlich  eine  durch  die  irreduzible  Gleichung  m-ten  Grades 
in  .V 

(4)  F{s,  2/)  -  0 

definierte  algebraische  Funktion  s  von  y,   und   handelt   es   sich   darum, 
das  Integral 

/s  dy 
auszurechnen,  so  zeigt  sich,  daß  die  Schwierigkeit  dieses  Problems  nicht 
von  dem  Grade  m  der  Gleichung  (4),  sondern  von  einer  anderen  Zahl  ab- 
hängt, die  Riemann  durch  p  bezeichnet,  und  die  von  C  leb  seh  das  Ge- 
schlecht der  durch  (4)  definierten  algebraischen  Kurve,  von  Weier- 
straß  der  Rang  der  Gleichung  (4)  oder  der  algebraischen  Funktion  s  von 
y  genannt  worden  ist.  Diese  positive  ganze  Zahl  hat  die  merkwürdige 
Eigenschaft,  ungeändert  zu  bleiben,  wenn  man  von  der  Gleichung  (4) 
durch  die  Substitution 

S  =Cp{(S.  Tj), 


[y  =y^{(T.  ?/), 

wo  9?,  y)  rationale  Funktionen  der  beiden  neuen  Variabein  ö",  tj  bedeuten, 
zu  einer  Gleichung  zwischen  ff  und  ?y 

(6)  0{a,  7?)  =  0 

übergeht,  vorausgesetzt,  daß  sich  aus  den  Gleichungen  (4),  (5)  auch  umge- 
kelu-t  (T,  ry  als  rationale  Funktionen,  der  durch  die  Gleichung  (4)  mitein- 
ander verknüpften  Vaiiabeln  s,  y 

^  '  \r)  =  g{s,  y) 

ausdrücken  lassen.  Man  nennt  eine  solche  Transformation  (5)  eine  ein- 
deutig umkehrbare  rationale  oder  auch  eine  birationale  Trans- 
formation. 

Wenn  z.  B.  in  (4)  der  Grad  r?  =  2  ist,  so  darf  man  ohne  wesentliche 
Beschränkung  der  Allgemeinheit  voraussetzen,  daß  diese  Gleichung  die 
Form 

(8)  52  =  R{y) 


»)  1857,    B.  Riemann,   Werke,    1892,    S.  88 ff.;    vergl.  z.  B.    Appell    und 
Goursat,  a.a.O.  S.  222ff.;  Picard,  Traite  II  (1905),  S.  41 7  ff. 
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besitzt,  wo  R{y)  eine  ganze  rationale  Funktion  von  y  bedeutet,  die  in 
lauter  voneinander  verschiedene  lineare  Faktoren  zerlegt  werden  kann;  es 
sei 

(9)  R{y)  =(y-  a^){y  —  a^)  .  .  .  (y  -  a«), 

wo  also  «1,  02,  .  .  .,  a„  sämtlich  voneinander  verschieden  sind.  Man  nennt 
eine  Gleichung  von  der  Form  (8)  allgemein  eine  hyperelliptische. 
Für  eine  solche  bestimmt  sich  die  Riomannsche  Zahl  p  oder  der  Rang 
so,  daß  für  ein  ungerades  n, 

n  — 1 

dagegen  für  ein  gerades  n 

n  —  2 

ist.    Die  Gleichung  ist  also  für  ri  —  2p  -{-  \  und  n  =  2p  -\-  2  vom  Range 

p,  d.  h. 

für  n  =  1,  2  vom  Range  p  =  0, 

„    w  =  3,  4     „  „  p  =  1, 

,,    n  =  5,  6     ,,  ,,  p  =  2,  usw. 

Im  Falle  p  =  0  kann  man,  wie  aus  den  Elementen  der  Integralrechnung 

bekannt  ist,  das  Integral 

(10)  /P{s,y)dy, 

wo  P  eine  rationale  Funktion  der  durch  die  Gleichung  (8)  verknüpften 
Variabein  s,  y  bedeutet,  durch  elementare  Funktionen  (algebraische  Funk- 
tionen, Logarithmus,  Arcustangens)  in  expliziter  Form  berechnen.  Es 
gelingt  dies  dadurch,  daß  man  in  diesem  Falle  (/?  =  1,2)  in  einfachster 
Weise  eine  rationale  Funktion 

t  =  z(s,  y) 

von  5  und  y  auffinden  kann,  durch  die  sich  s  und  y  rational  so  dar- 
stellen lassen, 

s  =  (p{t), 

y  =  v(0, 

daß  diese  beiden  Ausdrücke  in  (8)  eingesetzt  die  Gleichung  identisch, 
d.  h.  für  jeden  Wert  von  t  befriedigen.  Führt  man  dann  in  (10)  t  als  neue 
Variable  ein,  so  erhält  man 

/P{s,  y)  dy  =/P(7)(0,  V(0)y'(0  du 
d.  h.  das  Integral  einer  rationalen  Funktion  von  /. 

Im  Falle  />  =  1,  wo  also  R{y)  eine  ganze  Funktion  dritten  oder 
vierten  Grades  ist,  gelingt  die  explizite  Darstellung  eines  Integrals  von 
der  Form 

fP{s,  y)  dy 
durch  elementare  Funktionen  im  allgemeinen  nicht  melu';  das  Integral  ist 
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oin  elliptischos.  Ebonsowcnig  ist  ein«'  oxplizite  Berechnung  dieses 
Integrals  möglich,  wenn  s  durch  eine  Gleichung  von  der  Form  (8)  definiert 
ist,  wo  /?  >  1  ist,  in  welchem  Falle  das  Integral  ein  hyperelliptisches 
heißt. 

Die  genaue  Definition  der  Rangzahl  p  für  eine  beliebige  algebraische 
Gleichung  (4)  erfordert  tiefere  Kenntnisse  aus  der  Theorie  der  algebraischen 
P'unktionen^).  Wir  brauchen  aber  für  unsere  Zwecke  eine  solche  Definition 
nicht  heranzuziehen;  es  genügt  vielmehr,  wenn  wir  die  folgende  Erklärung 
zu  Grunde  legen. 

Eine  durch  die  Gleichung  (4) 

F{s,  y)  =  0 
definierte   algebraische   Funktion  s  von  y  ist   vom    Range 

P  =  0,  1,  2, 
wenn    die  Gleichung  (4)  durch    birationale  Transformation 
s  =  (p{a,  7])  ;|  a  =  f{s,  y) 
y=  y{a,  ry)    r]  =  g{s,y) 
in  eine  hyperelliptische  Gleichung 

er'-  =  R{rj) 
transformiert  werden  kann,  die  selbst  vom  Range  0,1,2  ist, 
wo  also  im  Falle  p  =  0  der  Grad  der  ganzen  Funktion  R{rj) 
gleich  1  oder  2,  im  Falle  p  —  i  gleich  3  oder  4,  im  Falle  p  =  2 
gleich  Soder  6  ist.  In  jedem  anderen  Falle  ist  der  Rang  der 
Gleichung  (4)  größer  als  2.  Die  Koeffizienten  der  rationalen 
Funktionen 

<P,fJ^g,R 
bestimmen  sich  auf  algebraische  Weise  aus  den  Koeffizienten 
der  Gleichung  (4). 

Im  Falle  p  =  0  sind  g  und  t]  durch  einen  Parameter  t,  der  selbst 
rational  in  o  und  tj  ist,  rational  darstellbar,  in  diesem  Falle  kann  also  die 
obige  Definition  auch  durch  die  folgende  ersetzt  werden: 

Die  Gleichung  (4)  ist  vom  Range  Null,  wenn  sich  eine 
rationale  Funktion  t  von  s  und  y 

t  =  h{s,  y) 
so   angeben   läßt,    daß  s^y  als   rationale   Funktionen   von  t 

s  =  0{t),  y  =  <P(0 
so    darstellbar    sind,    daß    diese    Ausdrücke    in    (4)  eingesetzt 
diese   Gleichung   identisch   befriedigen. 

1)  Wir  verweisen  nebst  der  Abhandlung  Riemanns  namentlich  auf  die 
bereits  S.  67  genannten  Werke  von  Appell  und  Goursat,  Hensel  und  Lands- 
berg, Lan  df  ried. 

7* 
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In  diesem  FslWc  ist  also  ein  Integral 

/P{s,  y)  dy, 
wo  7'  eine  beliebige  rationale  Funktion   von  s,  y  bedeutet,   durch  Ein- 
führung von  t  als  neuer  Variabein  auf  die  Form 

/P(0(i),  '<lHi))W{t)dt, 
d.  h.  auf  das  Integial  einer  rationalen  Funktion  von  t  reduzierbar.    Man 
sagt  in  diesem  Falle   auch  nach  Cayley,   die  Gleichung  (4)  stelle  ein«» 
Unikursalkurve  dar. 

27.  Gleichungen  vom  Range  Null. 

Die  Bedeutung  des  Ranges  p,  der  durch  die  Gleichung 

(11)  F{s,y,x)=^0 

definierten  algebraischen  Funktion  s  von  y  für  das  Problem  der  Inte- 
gration der  Differentialgleichung  (1) 

hat  in  dem  Falle  der  Briot-  und  Bou quetschen  Differentialgleichung, 
wo  also  die  Koeffizienten  von  (1)  von  x  unabhängig  sind,  zuerst  Her- 
mite  ^)  zur  Geltung  gebracht.  In  seinen  Untersuchungen  über  die 
Differentialgleichungen  von  der  Form  (1)  mit  festen  Verzweigungspunkten 
hat  Fuchs  gleichfalls  die  Klassifikation  dieser  Gleichungen  nach  dem 
Range  der  Gleichung  (11)  (in  der,  wie  auch  bisher  immer,  x  die  Rolle 
eines  Parameters  spielt)  in  Angriff  genommen  und  die  Fälle  p  =  0.  1 
erledigt;  die  Fälle,  wo  p  >  2  ist,  hat  dann  Poincar  ö  ^^  durch  Anwendung 
einer  von  der  Fuchsschen  abweichenden,  ganz  eigenartigen  Methode 
untersucht. 

Nach  dem  Vorgange  von  Fuchs  behandeln  wir  zunächst  den  Fall 

Wenn  die  durch  (11)  definierte  algebraische  Funktion  s  von  y  vom 
Range  Null  ist,  so  kann  man  eine  rationale  Funktion 

(12)  t  =  h{s,  y) 

von  s  und  y  finden,  durch  die  s  und  y  rational: 

(13)  s  =  0{t),    y  =  ^!{t) 

darstellbar  sind.  Die  Koeffizienten  der  rationalen  Funktion 
A,  0,  ^F  hängen  im  allgemeinen  noch  von  x  ab,  und  zwar  sind  sie 
algebraisch  aus  den  Koeffizienten  der  Gleichung  (11)   zusammengesetzt. 


1)  Ch.  Hermite.  Cours  (lithographie)  de  lEcole  l'olytechnique  1873;  vgl. 
hierzu  noch  Fuchs,  Coniptes  Rendus  1881.  S.  UHJ3,  Werke  II.  S.  283  und 
W.  Raschke,  1883,  Acta  Mathematica,  Bd.  14  (1890),  S.  31. 

«)  H.  Poincare,  Acta  Mathematica.  Bd.  7  (1885\  S.  Iff. 
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DilTtTcntiieren  wii-  die  zweite  der  Gleichungen  (l.ij  total  nach  x,  so  konuiit 

dy  _d^      d^  'll 

dx  ~~  dr         dt  dx" 
und  es  sind  offenbar 

dx'    dt 

wieder  rationale  Funktionen  von  t.    Beachten  wir  nun,  daß 

ist.  so  erhalten  wir  die  Gleichung 

dili  dt       d^i 

die  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  für  /  als  Funktion    von  x 

darstellt,    u.  z.   eine  solche,   die  -j-   als  rationale    Funktion  von  t  be- 

dx 

stimmt. 

Wenn  die  Integrale  von  (1)  keine  mit  den  Anfangswerten  ver- 
schiebbaren Verzweigungspunkte  besitzen,  so  hat  auch  die  rationale  Funk- 

dy 
tion  t  von  y  und    ,     keine  verschiebbaren  Verzweigungspunkte.      Nach 

den   Ergebnissen  der   Nr.  15  ist  die  Differentialgleichung   (14)   also   eine 

Riccatische,  d.  h. 

Die     Differentialgleichungen     (1)      mit      festen    Verzwei- 

dy 
gungspunkten,    in    denen    die    zwischen   t-    und  y  bestehende 

algebraische  Gleichung  vom  Range  Null  ist,  sind  durch 
eine  rationale  Substitution  auf  Riccatische  Dif  ferential- 
izleichungen    reduzierbar. 

Indem  besonderen  Falle  der  Briot-und  Bou quetschen  Differential- 
gleichung, wo  die  Koeffizienten  von  (1)  und  (11)  von  x  unabhängig  sind, 
werden  auch  die  Koeffizienten  der  rationalen  Funktionen  h{s,  y),  0{t), 
W(t)  Konstanten  sein,  da  sie  sich  ja  aus  den  Koeffizienten  der  Gleichung 
(11)  algebraisch  zusammensetzen.  In  diesem  Falle  sind  also  auch  die 
Koeffizienten  der  Riccati sehen  Differentialgleichung  (14)  von  .r  unab- 
hängig, diese  Gleichung  hat  also  die  Form 

(15)  -^=Ao+A,t^A.,t\ 

wo  Aq,  Ai,  A.^  Konstanten  bedeuten. 
Wenn  die  Gleichung 

(16)  Aq  +  Alt  +  A,f^  =  0 

die  voneinander  verschiedenen  Wurzeln  q^,  q^  hat,  so  folgt  aus  der  in  der 
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Nr.  17,  Gleichung  (29)  für  dieson  Fall  aufgostoUten  Form  des  allgemoinen 
Integrals  der  R  i er;)  l  i  sehen  Diflerentialgleichung,  daß  das  allgemeine 
Integral  der   B  r  i  o  t  -    und    B  o  u  q  u  <■  t  sehen  Differentialgleichung   lautet : 

y  =  xp{t)  =^(e-Vei— ps)*), 
wo  y  und  ^  rationale  Funktionen  ihrer  Argumente  mit  konstanten  Koefi- 
zienten  bedeuten.    In  diesem  Falle  ist  also  y  eine  einfach   periodische 
Funktion  von  x^   die  nur  im  Unendlichen  einen  wesentlich   singulären 
Punkt  besitzt. 

Hat  dagegen  die  Gleichung  (16)  die  doppelte  Wurzel  q^  —  Ogi  so 
folgt  aus  der  für  diesen  Fall  geltenden  Form  (30)  der  Nr.  17  des  allge- 
meinen Integrals  der  Riecat  ischen  Differentialgleichung,  daß  die  all- 
gemeine Lösung  der  Briot-  und  Bou  quetschen  Differentialgleichung 
eine  rationale  Funktion 

y  =  W)  =W') 

von  t  und  folglich  auch  von  x  ist. 

Wir  wollen  an  zwei  Beispielen  zeigen,  wie  man  in  diesen  beiden 
Fällen  die  Integration  einer  solchen  Briot-  und  B  o  u  q  u  e  t  sehen  Differen- 
tialgleichung zu  vollziehen  hat. 

Es  sei 

wie  man  sich  leicht  überzeugt,  genügt  diese  Differentialgleichung  den 
Fuclisschen  Bedingungen.    Wir  haben  ferner 

(17)  F{s,  y)^s^  +  s{y^  _  4)  -f  /,  -  f-  =  0; 

dies  ist  die  Gleichung  einer  Kurve  dritter  Ordnung.  Eine  solche  Kurve 
ist  vom  Geschlechte  Null,  wenn  sie  einen  Doppelpunkt  besitzt.  Dies 
ist  in  der  Tat  der  Fall,  denn  das  Wertepaar 

befriedigt  die  Gleichungen 

F{s,  y)  =  0,    ^^'  =0,    ^/  =  0 

^  ' ^ '  ds  dy 

gleichzeitig.  Um  nun  den  Parameter  /  zu  finden,  durch  den  sich  ,<?  und  y 
rational  darstellen  lassen,  hat  man  wie  folgt  zu  verfahren.  Man  legt  durch 
den  Doppelpunkt  s  =  2,  y  =  0  ein  Strahlbüschel 

s  —  2  =  1y, 

wo  t  einen  willkürlichen  Parameter  bedeutet;  dann  schneidet  jeder  Strahl 
dieses  Büschels  die  Kurve  dritter  Ordnung  (17)  in  drei  Punkten,  von  denen 
aber  zwei  in  den  Doppelpunkt  fallen,  so  daß  nur  ein  Schnittpunkt  von  / 
abhängt.  Die  Koordinaten  dieses  dritten  Schnittpunktes  ergeben  sich 
leicht  in  der  Form 
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y  ^' j-  ,  .V  =-  1  —  t^, 

und  da  di<^st'r  Sc'hnittpiiiikt  boi  veränderlichem  /  die  ganze  Kurve  be- 
schreibt, haben  wir  damit  die  Darstelhing  der  Koordinaten  als  rationale 
Funktionen  von 

s  —  2 

t  = 

y 

gefunden.    Die  Riccatische  Differentialgleichung  für  l  lautet 

dl 

dx       ^  ' 
also  ihr  allgemeines  Integral  (p,  =£»2  =  0) 

1 


wir  haben  folglich 


l  = 

X  —  c 


^2  +   1  1 


^  t  X  —  c    '  ' 


d.  h.  y  ist  in  der  Tat  eine  rationale  Funktion. 
Wir  betrachten  ferner  die  Gleichung 

KI-)  =  (g)-3(|)-%-lV  =  0, 

die  ebenfalls  den  Fuchsschen  Bedingungen  genügt.    Wir  haben 

(18)  F(s,  2/)  =  ,v3  — 3^2  — V  — 12^/2  =  0; 

setzen  wir  hierin 

^/2  =  2, 
so  stellt  die  Gleichung 

53  _  3^2  _  9^2  _  12z  =  0 

wieder  eine  Kurve  dritter  Ordnung  vom  Geschlechte  Null  dar,  denn 

s  =  2,    z  =  ^  K 

ist  ein  Doppelpunkt.    Durch  diesen  legen  wir  das  Strahlbüschel 

32  +  2  =  ^(5  —  2), 

dann  ergeben  sich  die  Koordinaten  des  mit  t  veränderlichen  Schnitt- 
punktes in  der  Form 

3z  =^^  t^~3t  —  2, 

wir  finden  also  zwischen  y  und  t  die  Gleichung 

3?/2  =  ^3  _  3^  _  2, 

die,  wenn  man  ?/,  /  als  Koordinaten  auffaßt,  wieder  eine  Kurve  dritter 
Ordnung  mit  dem  Doppelpunkte  y  =  0,  t  =  — 1  darstellt.  Legen  wir 
durch  diesen  Doppelpunkt  das  Strahlbüschel 
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so   lauten    dir-    Koordinaten    des    mit    dem    Parameter   r  veränderlichen 
Schnittpunktes 

t  =  :^^^  +  2,    .v  =  3f(r2-f-  ^)^ 

wir  finden  also  für  die  Koordinaten  der  Kurve  vierter  Ordnung   (18)  die 
rationale  Darstellung  durch  den  Parameter 

_     2/     _  y  _y(S'-  2) 

^  "  r+  1  -  3z  4-  2  ,    .  ~  dy^^s 
5  — 2 +^ 
in  der  Form 

y  =.  3t{i^  +1),    s  =  t^  —  l^  3(1^  +  l)(3i2  _^  i) 

Die  Riccatische  Differentialgleichung  für  i  lautet  jetzt 

ihr  allgemeines  Integral  ist  also 

i  =  tg(a;  +  c), 
wo  (•  eine  willkürliche   Konstante  bedeutet.    Wir  finden  demnach 

?/  =  3tg3(a;+c)  +  3tg(x+  c), 
d.  h.  y  ist  eine  einfach   periodische  Funktion  von  x.     In  beiden  Bei- 
spielen sehen  wir  übrigens,  daß  die  Pole  des  allgemeinen  Integrals   von 
der  willkürlichen  Konstanten   r  abhängen,   also   mit   den  Anfangswerten 
verschiebbar  sind  '). 


28.  GleicliuiiJ^eu  vom  Range  Eins. 

Es  sei  nun  die  durch  die  Gleichung  (11) 
J'\s,  y,x)  =  0 
definierte  algebraische  Funktion  s  von  y  vom  Range   Eins.     Dann   kann 
man  zwei  durch  die  GltMchung 

(19)  a^=  i^^  —  a^)(ri~g2)h]-^-i)in-^i)-'=  /^(^/' 
verknüpfte  rationale  Funktionen 

(20)  a  =  f{s,  ?/),    II  =  g{s,  y) 
von  .9,  y  finden,  durch  die  s  und  y  in  der  Form 

(21)  ,v  =  99  ((T,  ri  S  y  =  y){a,  ?/), 

wo  (p,  xp  rationale  Funktionen  von  a,  t)  bedeuten,  darstellbar  sind.    Dabei 
hängen 

gv  82^  ga.  ?4 
ebens{>   wie   die  Koeffizienten   von  /,  g,  (p\  y)   im  allgemeinen    noeh  von  .r 

M  Die  Heispiele  rüliron  von  Hermite  (a.a.O.)  iier. 
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<il)   iiiid  sctztMi  sicli    aus    dcu   Kouffizicnicri    der  rilciclning   (11)    auf    algo- 
hiaischo  Weise  zusaininen. 

Da  ö'^  ganz  und  rational  ifi  t]  ist,  so  ist  jcd«;  gerade  l'otcnz  von  a  als 
ganze  rationale  Funktion  von  r/,  jede  ungerade  i'otenz  von  a  als  das 
frodukl  von  (T  in  eine  ganze  rationale  Funktion  von  r]  darstellbar.  Man 
kann  folglicli  q\  yf  in  die   Form  setzen: 


s  =  <p{a,  7]) 
y  =  V(ör  »/) 


q>2^ri)  +  W2{ri)fR{r,) 

wo   <p,„  9^j,  ^j.  (^2,  V'-i  ganze  rationale    Funktionen   von    r/    mit   von  x  ab- 
hängigen  Koeffizienten  bedeuten. 
Bilden  wir  nun 

dy      dy}      /dtp  da      dy>\  dy] 

dx~  dx      \do  dr)      drj)  dx 
und  setzen  diesen  Ausdruck  gleich  s,  also  gleich  99(0",  t]),   so  ergibt  sich 
füi'  //  dif  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

Denken  wir  uns  aus  dieser  Gleichung  ,     ausgerechnet,  so  erhalten  wir  für 

dtj    .  .  ... 

-,    eine  ratiohale  Funktion  von  (7  und  //,  die  v^'ir  in  der  Form 

,^^,  dn_A+ßVm^ 

^^^'  dx'^  C 

sehreiben  können,  wo  .4,  B,C  ganze  rationale  Funktionen  von  7/  mit  von 
X  abhängigen  Koeffizienten  bedeuten.  Hieraus  folgt,  daß  r;  der  Differen- 
tialgleichung erster  Ordnung 

Genüge  leistet,  deren  Koeffizienten  jetzt  ganze  rationale  Funktionen  von 
t]  sind. 

Wenn  nun  y  keine  mit  den  Anfangswerten  verschiebbare  Verzwei- 
gungspunkte besitzt,  so  gilt  das  gleiche  von  s  und  folglich  nach  (20)  auch 
für  (T,  r;.  Umgekehrt,  wenn  die  Verzweigungspunkte  von  ff  und  t]  fest  sind, 
so  sind  zufolge  von  (21)  auch  die  Verzweigungspunkte  von  y  fest. 

Es  muß  also  erstens  die  Differentialgleichung  (23)  den  Fuchs  sehen 
Bedingungen  genügen,  und  zweitens  dürfen  die  Verzweigungspunkte 
von  a  nicht  von  der  willkürlichen  Konstanten  des  allgemeinen  Integrals 
r}  der  Differentialgleichung  (23)  abhängen.     Die   erste  der  Fuchs  sehen 
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Bedingungen    1)  (S.  9'»)   ergibt,    daß   C  gleich   Eins.    A   höchstens   vojii 
zweiten  und 

A^  —  B^H{ri) 
höchstens  vom  vierten  Grade  in   r}  sein  muß.     Da  alsdann  A"^  höchstens 
vom  vierten  Grade  und  R{ri)  genau  vom  vierten  Grade  in  rj  ist,  so  muß 
B  von  ri  unabhängig,  also  eine  bloße  Funktion  von  x 

B  =  ?.{x) 
sein;  es  sei 

^  =  ^0  +  AiV  +  ^2»?^ 
wo  Aq^  ^1,  A^  bloße  Funktionen  von  x  sind,   so  hat  also  (23)  die  Form 

{23a)  ^^  =  ^0  +  ^iV  +  ^2V^  +  MxWRitj). 

Um  die  übrigen  Fuchs  sehen  Bedingungen  in  möglichst  einfacher  Weise 
befriedigen  zu  können,  wenden  wir  auf  rj  eine  Transformation  an,  die  von 
Poincare^)  angegeben  worden  ist. 
Wir  setzen  nämlich 

_at+  ß 
^'^  yt  +  d' 
wo  a,  ß,  y,  ö  noch  zu  bestimmende  Funktionen  von  x  bedeuten,  die  der 
Bedingung 

aö  —  ßy=l 

Genüge  leisten,  und  bestimmen  diese  Funktionen  derart,  daß 

für  7}  —  gk,    t  =  ük  sei,    (/>•  =  1,  2,  3), 
wo  die  «1,  Cg,  «3  von  o;  unabhängig,  also  Konstanten  sind.    Wir  haben 
dann  die  Gleichungen 

_aak+ß  1 

^*~  ra;+d'  (/c  =  l,2,3) 

ak{a  —  gky)  +  ß  —  gkd  =  0,\ 
aus  denen  sich  die  Verhältnisse   der   a,  ß,  y,  ö   in   eindeutiger  Weise  be- 
stimmen, wenn  wir  die  a^,  o.,,  Ö3  als  voneinander  verschieden  voraussetzen. 
Setzen  wir 

{a  —  giy){a  ~  g2y)i<^  —  S3y){n  —  g^y)  =  h{x), 

g^y~a      ^' 
so  nimmt  (7^  die  Form  an: 

a'  =  R{ri)  =  ^^^^l\y  it  -  "M  -    a,){t  -  a,)(t  -  //(.r)). 
Ferner  wird 

V)  H.  Poincare.  .Vota  Mathematica.  Hd.  7.  S.  Iff. ;  vi;l.  hierzu  auch  Painleve, 
Le^ons,  S.  60  ff. 
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wo   v^^,  r,,  i'2   Funkt ioncri   von  ./    Ix^chnitcn,   und 

dr/  _  1  df. 

dx  ^  {yl  +  df  dx 
l^a'y—ay')  ^-  l\a'Ö  —  ad'  +  ß'y  —  ßy']-^  ß'ö  —  ßö' 

+  {ytVör 

wo  a',  ß',  y\  b'  die  Abloitungen  von  a,  jS,  y,  b  nach  x  darstellen.  Setzen 
wir  diese  Werte  in  die  Gleichnns;  ('23a)  ein,  so  ergibt  sich  für  /  die  Diffe- 
rentialgleichung 

(24)  ix  =  '^^  +  ^^'  +  '^^'^ 

+  P{x)\i\t  —  ai)(/.  —  a^){t  —  a^){i  —  fjL{x)), 
wo  Aq,  Ai,  Ag,  /*(a;)  wohlbestimrnte  Funktionen  von  x  bedeuten. 
Es  sind  dann  t  und 


u=\^{t^  a^){t  —  az){t  —  a3)(/  —  yu(x)) 
rational  durch  ^  und  y  darstellbar,  und  umgekehrt  ist  auch 

(25)  ■^-       0^       ^  y-      0^ 

wo  00^  ^1^  ^^1^  ^2'  ^^2  ganze  rationale  Funktionen  von  t  bedeuten 
deren  Koeffizienten  noch  von  x  abhängen  und  sich  ebenso  wie  jbi{x)  aus 
den  Koeffizienten  der  Gleichung  (11)  auf  algebraische  Weise  zusammen- 
setzen. Es  muß  nun  die  Differentialgleichung  (24)  feste  Verzweigungs- 
punkte besitzen,  und  die  Verzweigungspunkte  von  u  müssen  von  der  will- 
kürlichen Konstantendes  allgemeinen  Integrals  f  von  (24) unabhängig  sein. 
Für  die  Differentialgleichung  (24)  ist  die  erste  der  Fuchs  sehen  Be- 
dingungen erfüllt,  da  sie  bereits  für  (23a)  erfüllt  war.  Um  die  übrigen 
Bedingungen  [2),  3),  4),  S.  94,  95]  formulieren  zu  können,  beachten  wir, 
daß  in  unserem  Falle  die  Diskriminantengleichung  nichts  anderes  ist  als 

u^  ^  {t  —  ai){t  —  a2){t  —  a3){t  —  ju{x))  =  0. 
Die  gedachten  Bedingungen  reduzieren  sich  also  einfach  darauf,  daß 

«1,  02,  03,  f^i^) 
Integrale  von  (24)  sein  müssen.    Da  Oj,  a^-  a^  Konstanten  sind,  muß  also 
zunächst 

Ao  +    ^iC-k  +    ^2^!  =  0  (A-=1.2.3) 

sein.    Da  aber  a^,  Oj,  flg  voneinandler  verschieden  sind,  so  folgt  hieraus 

Xg  =  /j  =  A2  ^=^  "• 
Setzen  wir  nun  in  (24)  jj,{x)  an  die  Stelle  von  t,  so  folgt 

d/^{x)  _ 
dx     "^^ 
d.h.  /j,{x)  ist   von   x  unabhängig,  also  eine  Konstante ;  wir  bezeichnen 
diese  durch  a^, 
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fxix)  =  04- 
Dann  lautet  die  Differentialgleichung  (24) 

(26)  J^      P{x)  \  {t  -r^J{r-^){f-lL:,){t  -  a,y 

in  dieser  Gleichung  sind  also  die  Veränderlichen  getrennt.  Führen 
wir  die  Trennung  der  Veränderlichen  wirklich  durch  und  integrieren, 
so   kommt 

r  dt 

(27)  , ^=— — z^:z=^z^-   = /'Pix) dx -i- Gonsi. 

J  V{t  —  a^){t  —  a^){t  —  a^){t  —  a^) 

Um  diese  Form  der  Integralgleichung  von  (26)  noch  weiter  zu  ent- 
wickeln, betrachten  wir  vorerst  noch  den  speziellen  Fall  der  Briot-  und 
Bon  q  u  et  sehen  Differentialgleichung. 


29.  Briot-  und  Bou quetsche  Gleichung  vom  Range  Eins. 

Wenn  die  Koeffizienten  der  in  der  vorigen  Nummer  betrachteten 
Differentialgleichung  (1)  von  x  unabhängig,  (1)  also  eine  Briot-  und 
B  o  II  ([  u  e  t  sehe   Differentialgleichung 

^dy 


^y)  =  o 


\dx 

vom  Range  Eins  ist,  so  sind  auch  die  g^,  g-j,  ^3,  ^4.  ebenso  wie  die  Koeffi- 
zienten der  in  den  Gleichungen  (20),  (21),  (25)  auftretenden  rationalen 
Funktionen,  von  x  unabhängig,  und  auch  P{x)  ist  eine  Konstante,  die 
wir  durcii  c  bezeichnen  wollen.  Die  Gleichungen  (26),  (27)  lauten  folglich 
in  diesem  Falle: 

c  fit  —  'a,){t  —  a^){i—a^){t  —  a^). 


(28) 


dx 

i'i  dt 


wo  Ci  eine  willkürliche  Konstante  bedeutet  uiui  die  untere  Grenze  t^  des 
Integrals  auf  der  linken  Seite  der  zweiten  Gleichung  beliebig,  aber  fest 
gedacht  werden  soll. 

Da  das  allgemeine  Integral  einer  Briot-  und  Bouquet  sehen 
Differentialgleichung  eine  allenthalben  eindeutige  Funktion  ist.  die  nur 
im  Unendliclien  einen  wesentlich  singulären  Blinkt  besitzen  kann,  so  folgt, 
daß  die  durch  die  Gleichungen  (28)  definierte  Funktion  /  von  .t  diese  Be- 
schaffenheit hat.    Das  Integral 

m         r ,-        '" 
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isl  ein  cllipLischi-'s  Integral  orstor  GaUiiug;  \\\v  lialx.'ii  also  als  spczifllcn 
Fall  unserer  allgemeinen  Theoreme  den  schon  in  dor  Nr.  ß  erwähnten 
wichtigen  Satz: 

Die  ohcre  Grenze  eines  elliptischen  Integrals  erster 
Gattung  aufgefaßt  als  Funktion  des  Integralwertes  (ex  +  Cj) 
ist  eine  allenthalben  eindeutige  Funktion,  die  nur  im  Un- 
endlichen einen  wesentlich  singulären   Funkt   besitzt. 

Man  nennt  diese  Funktion  eine  elliptische. 

Die  konstanten  Größen  aj,  a.,,  a^  waren  bis  jetzt  willkürlich;  um  das 
elliptische  Integral  (29)  gleich  in  der  Normalform  zu  erhalten,  wählen 
wir  speziell 

öj  =  0,    ag  =  1,    03  =  00. 

Wir  haben  dann  zur  Bestimmung  der  Koeffizienten  a,  ö,  ß,  y,  der  in  der 
Nr.  28  (S.  106)  angegebenen  linearen  Funktion 

die  Gleichungen 

a  — g2y  +  ß  —  g2'^  =  0, 

und  wenn  wir  noch 

_  1 

«4-^2       . 

setzen,  so -können  wir  die  Gleichung  (26)  allgemein  in  der  Form 

(26a)  ^^  =  P{x)  Y^t{i-t){i-^H), 

also  im  Falle  der  Briot-  und  Bouquetschen  Differentialgleichung  die 
Gleichungen  (28)  in  der  Form 

r  dt 


(28a) 


^^-cVAt{i-t){i-kH), 


I' 


dt 

-=  =  ex  -{-  C-t 


\/^t{i  —  t){i  —  m) 


schreiben,  wo  wir  noch  t^  =^  0  gewählt  haben. 

Setzen  wir  im  Falle  der  Briot-  und   Bouquetschen  Differential- 
gleichung 

ex  +  ^1  =  w, 

und  führen  in  dem  elliptischen  Integrale  erster  Gattung  durch  die  Gleichung 

t  =  ^2 
eine  neue  Integrationsvariable  ein,  so  ergibt  sich 
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dz 


~J  \^jr- 


Nach  dem  eben  bewiesenen  allgemeinen  Satze  ist  durch  diese  Gleichung  z 
als  eindeutige  Funktion  von  u  definiert;  rnan  bezeichnet  diese  Funktion 
nach  Jacobi  durch 

z  =  sin  am  u 
(vgl.  Nr.  6,  S.  2.5)  und  setzt 

\^i  —  z^  =  cos  am  u, 
Vi  —  k^z^  =  A  am  u. 
Wir  haben  also  in  diesen  Zeichen 

t  =  sin^  am  u,    1  -^  i  =  cos^  arn  u,    1  —  k^t  =  ^^  am  u. 
Das  allgemeine  Integral  y  der  Briot-  und   Bouquet sehen  Differential- 
gleichung vom  Range  Eins,  das  nach  (25)  in  der  Form 

y  = ^^ — 

darstellbar  ist,  wo  0„,  02,  W2  ganze  rationale  Funktionen  von  /  mit 
konstanten  Koeffizienten  bedeuten,  lautet  also 

y  =  H{sin  am  {ex  -f-  Cj),    cos  am  {ex  -f-  Cj),    A  am  {ex  +  c^)), 
wo  R  eine  rationale  Funktion  andeutet. 

Wir   erläutern  auch  in  diesem  Falle  das  allgemein»'  Rosultat   durch 
ein   Beispiel.     Es  sei 

-(l-)  =  (|)V3(|)V^-4  =  0; 

man  überzeugt  sich,  daß  die  Fuchsschen  Bedingungen  für  diese  Differen- 
tialgleichung erfüllt  sind.    Es  ist 

(30)  F{s,  y)  =  s^  +  3s^  +  y^  —  ^  =  0- 

setzen  wir  y'^  —  C,  so  haben  wir  die  Gleichung 

5»  +  352  +  C'  —  4  =  0, 
die  eine  Kurve  dritter  Ordnung  in  den  rechtwinkhgen    Koordinaten  5,  T 
darstellt.     Der  Punkt 

s=^-2,    C  =  0 

ist  ein  Doppelpunkt.    Legen  wir  durch  ihn  das  Strahlbüschel 

C=   (5+2)T, 

so  sind  die  Koordinaten  des  mit  t  veränderlichen  Schnittpunkts 

5  =  1  —  T^,    C  =  3r  —  r*, 
für  s,  y  ergibt  sich  also  die  Darstellung: 

i  =  1  —  v^,    y^  =  3r  —  r*. 
Die  Gleichung  zwischen  y  und  r  stellt  in  den  rechtwinkligen  Koordinaten 
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y^i  wieder  riiif  Kurve  diiller  Ordnuii«;  d;ir,  die  aber  kc^ineii  Doppel- 
punkt besitzt.     Logen  wir  gleichwohl  durch 

y  =  0,    T  =  0 
ein    Strahlbiischel  y  —  i  .  jy,    so  schneidet    jeder   Strahl  dieses   Büschels 
die  Kurve  in  noch  zwei  mit  dem  Parameter   rj  veränderlichen  Punkten. 
Die  Koordinaten  dieser  Punkte  lauten 

_j/3__         _  ]/3^^ 

l/i~+  f]^'   ^       ^  1/1  +  rj^' 

wo  in  beiden  Ausdrücken  die  Wurzel  1'  1  +  ry^  mit  demselben  Vorzeichen 
zu  nehmen  ist. 

Setzen  wir  also 

(T  =  l/l  +  r}\ 
so  haben  wir  für  5.  y  die  Darstellung 

_  3  _7]V3 

^~  1  +  r?3'    ^~     (T   ' 

die  Gleichung  (30)  ist  also,  gemäß  der  Definition  (S.  99),  vom  Range 
Eins.  Um  nun  die  Differentialgleichung  herzustellen,  der  r]  als  Funktion 
von  X  genügt,  bilden  wir 

dy       13  2  —  T)'^  dt] 

dx~   2       a^      dx 
und  setzen  dies  dem  Ausdrucke  für  5  gleich;  wir  finden  auf  diese  Weise 

dx  \2,  1'3  ' 

woraus  sich 


(31)  _^^^+      r^ 

1/3  '      J  1/1  4- 


1/3  J  yi  +  ri" 

ergibt.   Es  handelt  sich  nunmehr  noch  um  den  Übergang  zur  Normalform. 
Bezeichnen   war   eine   der   komplexen  Wurzeln  der   Gleichung 

1  +  r;3  =  0 
durch  a,  z.  B. 

1       1    , 

a  =  2  +  2  ^  —  3, 

so  ist 

!  +  >?"-(»?+  i)(r/  — a)(^  +  a2); 
die  Substitution 

^4-1  =(1  — a2)z2 

verwandelt  dann  das  elliptische  Integral  (31)  direkt  in 

C       drj       _       2        r  dz 
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Wir  finden  somit 


■-^~x  +  C=  f- ^^ 

1^3  J    1/(1— z2)(l— Ä^z«)' 


0 

wo  C  eine  willkürliche   Konstante 

bedeutet,  und 

_  V  ^^  _     ^„  _  |/3[(1  — 0=^)2^  —  1] 

^  ~  "  «y     ~  Ä:2(l  +  a)l  ]/T{\:-^){i^^Wz^)' 
also  schließlich,  wenn  wir 

-7=—  X  -\-  c  =  i 

1/3 
setzen, 

1/3  (1  —  a^)  sin^  am  |  —  1 

^  ~  Ä:^  (i  +  a)t  sin  am  ^  cos  am  |  A  am  | 
als  das  allgemeine  Integral  der  vorgelegten  Differentialgleichung^). 


30.  Integration  der  Diiferentialgleichung  vom  Range  Eins  mit 
festen  Yerzweigungspunkten. 

Wir  kehren  nun  zu  der  allgemeinen  DiHerentialglcichung  mit  festen 
Verzweigungspunkten  zurück,  für  die  die  durch  die  Gleichung  (11) 

Fis,  7/,  3")  =  0 

definierte  algebraische  Funktion  s  von  y  vom  Range  Eins  ist,  und  wollen 
\]ns  auch  hier  die  konstanten  Größen  a^,  a^,  a^  so  gewählt  denken,   daß 

a^  =  0,    Og  =  1,    Og  =  00 
ist.    Die  vierte  Wurzel  der  Gleichung  u^  =  0  ist  dann,  wie  in  der  Nr.  28 
gezeigt  wurde,  ebenfalls  von  x  unabhängig;  wir  setzen,  wie  im  Falle  der 
Briot-  und   Bouquet  sehen  Differentialgleichung,  diese  vierte  Wurzel 

_  1 

Es  ist  dann  nach  (25)  s,  y  in  der  Form 

01  +  »Pi  ]/fdi,i—t){\—kH) 
'  = ~^o  __' 

y^ ^^ 

darstellbar,   wo  ^ov  ^i^  '^n  ^2'  ^^2   ganze   rationale  Funktionen    von    t 


')  Dieses  Beispiel  stammt  von  briot  und  ]5ouquet,  a.  a.  O. 


30.  Integration  der  Differentialgleichurif^  vom  Range  Eins.  H;-} 

bedeuten,  deren  Koeffizienten  von  x  abhängen  und  sich  algebraisch  aus 
den  Koeffizienten  der  Gleichung  (11)  zusammensetzen;  die  Größen 

/,  i/4<Ti  — 7)(r— x^T) 

suul  selbst  rational  in  .v,  y.  Die  Differentialgleichung,  der  l  als  Funktion 
von  X  genügt,  hat,  wie  schon  in  der  vorigen  Nummer  bemerkt  wurde,  die 
Form  (26a) 

^  =P{x)\M{l-t){\-kH)- 

es  ergibt  sich  also,  wenn  wir 

P{x)dx  =  du 
setzen : 

(32)  „.  +  c=r-7=J= 


U 


]/^t{].—t){\—kH) 


wo  C  eine  willkürliche  Konstante  bedeutet,  und  folglich 

t  =  sin^  am  {u  -f  C), 
\^WX'—t){\  —  k'^t)  -  2  sin  am  (w  +  C)  cos  am  (w  +  C)  A  am  {u  +  C), 
worin  u  gleich  einem  bestimmten  Werte  des  Integrals 

(33)  /P{x)dx 

zu  nehmen  ist.  Wir  finden  also  endhch  für  das  allgemeine  Integral  y  der 
Differentialgleichung  mit  festen  Verzweigungspunkten  den  Ausdruck 
y  =  /?[sin  am  {/P{x)dx  +  C),  cos  am  {/P{x)dx  +  C), 
Aam  {/P{x)dx-}-C)l 
wo  R  den  Algorithmus  einer  rationalen  Funktion  bedeutet,  deren  Koeffi- 
zienten sich  algebraisch  aus  den  Koeffizienten  der  Differentialgleichung 
zusammensetzen.  Diese  Form  des  allgemeinen  Integrals  setzt  auch  die 
Eigenschaft  desselben,  keine  verschiebbaren  Verzweigungspunkte  zu 
besitzen,  in  Evidenz ;  in  der  Tat  kann  die  Konstante  C  zwar  die  Lage  der 
Pole,  nicht  aber  die  der  Verzweigungspunkte  von  y  beeinflussen. 

Von  besonderem  Interesse  ist  noch  die  folgende  Bemerkung.  Die 
Größe  /(;^  der  sogenannte  Modul  des  elliptischen  Integrals  (32),  und  der 
aus  der  Umkehrung  dieses  Integrals  entspringenden  elliptischen  Funktion 
sin  am,  ist  eine  Konstante.  Dies  ist  nicht  von  vornherein  evident; 
denn  wie  man  leicht  einsieht,  ist  k^  nichts  anderes  als  der  Wert : 

g4  — g3.g2  — ga 

g4  — gl'g2  — gl 

des  Doppelverhältnisses  (vgl.  Nr.  16,  S.  59)  der  vier  Größen gj,  gai  ga^  g4^ 
die,  wie  aus  ihrer  Definition  (Nr.  28,  S.  104)  hervorgeht,  im  allgemeinen 
Funktionen  von  absind.  Die  Eigenschaft  der  Differentialgleichung 
(1),  feste  Verzweigungspunkte  zu  besitzen,  bewirkt  es,  daß 
dieses  Doppelverhältnis  einen  von  x  unabhängigen  Wert  hat. 
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Wir  müssen  os  uns  versagen,  die  weiteren  Konsequenzen  aus  diesem  von 
Poincare  entdockten  Satze  zu  ziehen,  da  wir  hierzu  noch  tiefer  in  die 
Theorie  der  algebraischen  Funktionen  eindringen  müßten;  wir  verweisen 
auf  die  bereits  zitierte  Abhandlung  von  Poincare  selbst  und  auf  eine 
Arbeit  von  G.  \Va  lleMber  g^),  wo  gezeigt  ist,  wie  man  diesen  Satz  bei 
der  Ausführung  des  Integrationsgeschäftes  verwerten  kann. 

Eines  besonderen  Falles  müssen  wir  aber  noch  gedenken,  der  bei  den 
Erörterungen  der  Nr.  28  stillseliweigend  ausgeschlossen  worden  war,  des 
Falles  nämlich,  wo  die  durch  die  Gleichung  (22)  eingeführte  Größe  B, 
von  der  gezeigt  wurde,  daß  sie  eine  bloße  Funktion  von  x  ist,  identisch 
verschwindet  2).  Der  Gang  der  Rechnung,  durch  die  wir  von  der 
Differentialgleichung  (23a)  zu  der  DifTerentialgleichung  (24)  übergegangen 
sind,  zeigt  sofort,  daß  dann  auch  die  Funktion  P[x)  identisch  gleich  Null 
ist;  die  Gleichung  (24)  lautet  also  jetzt 

(34)  ^^  =  Ao  +  Ki  -f  ht\ 

und  die  weiteren  Schlüsse  der  Nr.  28  verlieren  ihre  Gültigkeit. 

Da  t  jetzt  der  Ricca tischen  DifTerentialgleichung  (34)  genügt,  sind 
die  Verzweigungspunkte  von  t  jedenfalls  fest;  aber  das  genügt  noch  nicht, 
damit  auch  die  Verzweigungspunkte  von  y  selbst  fest  seien.  Hierzu  ist 
vielmehr  noch  erforderlich,  daß  auch  die  Verzweigungspunkte  von 


u  =  \[t  —  a^)(t  —  «.,)(/  —  a^){t  —  //(.r)) 
von  der  willkürlichen  Konstanten  des  allgemeinen  Integrals  t  der  Diffe- 
rentialgleichung (34)  unabhängig  seien  (vgl.  S.  107).   Um  dies  zu  erreichen, 
verfahren  wir  wie  folgt. 

Es  sei  ^o  ein  beliebiger,  nicht  singulare!- Punkt  der  Ricca  tischen 
Differentialgleichung  (34),  in  dessen  Umgebung  dasjenige  Integral  /j  von 
(34),  das  für  x  =  Xq  den  Wert  a^  annimmt,  holomorph  ist.  Dann  ist  also 
in  dieser  Umgebung 

'i  —  «1  =  (rf^')^  {X  —  -^-o)  +  ^-M  —  -fo)'  +  •  •  •• 
Setzen  wir  diese  Entwicklung  in  den  Ausdruck  füi'  u  ein,  so  erhalten  wu- 


u  = 


(a<--'  + 


'1 


Von  diesen  vier  Faktoren  geben  der  zweite,   dritte   und   vierte   im  allge- 
meinen (d.  h.  wenn  (a{x)  in   der  Umgebung  von   .r,,   holomorph    und  für 

')  ti.  Wallenberg,  Zeitschrift  f.  Math.  u.  Phvs..  Bd.  .Sfi  (.KS'-^'Oi.  S.  151;} ff. 
*)  Vergi.  hierfür  Painlcve.  Le(^ons,  S.  ()7ff. 
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:i  —  j„  \nii  (/,  verscliiodcn  ist)  iiiclit  /u  firicr  V'i'izwcigiing  von  //  Verun- 
lassun«,'.  Dugcgi-n  tritt  zufolge  dos  ersten  Faktors  fiir  x  =  x^  unbedingt 
eine  Verzweigung  von  ii  ein,  wenn 


ist.     Soll  also  der  willkürliche  Punkt  Xq  nicht  Verzweigungspunkt  von  u 
sein  können,  so  nuil?' 

0, 


^dx_ 
(1.  li.  also,  da  x^  ein  willkürlicher  x  Wert  ist, 

sein,   und  ebenso  folgt,  daß  auch 

sein  müssen.     Hiernach  ist  also  notwendig 

/o  =  Ai  =  A2  =  0, 
die  Gleichung  (34)  ergibt  folglich  l  =  C,  wo  C  eine  willkürliche  Konstante 
bedeutet. 

Dann  hat  aber  u  die  Form 


u=\{C  —  a^){C  —  a^){C~a^){C  —  ^i{x))- 
jede  Wurzel  der  Gleichung 

C  — //{a;)  =  0 
gibt  im  allgemeinen  zu  einem  Verzweigungspunkte  von  u  Veranlassung, 
und  da  diese  Wurzeln  von  C  abhängen,  so  hätten  wir  also  für  u  verschieb- 
bare Verzweigungspunkte,  wenn  nicht  ij,{x)  konstant  ist.    Umgekehrt  ist 
die  Bedingung 

[.i{x)  =  a^  =  const. 
offenbar  auch  hinreichend.   Das  allgemeine  Integral  y  von  (1)  lautet  dann 
nach   (25): 

_  0^^:)^r^l^^^^—a^^){ß~  a  J(C=a7)(r5[^ 

wo  die  Koeffizienten  der  ganzen  rationalen  Funktionen  (p^i  ^2^  ^01  ^^ 
allgemeinen  von  x  abhängen,  sich  aber  in  algebraischer  Weise  aus  den 
Koeffizienten  der  Differentialgleichung  (1)  zusammensetzen. 

In  diesem  Falle  ist  also  y  durch  algebraische  Opera- 
tionen aus  den  Koeffizienten  der  Differentialgleichung  zu- 
sammengesetzt;  .wenn  diese  Koeffizienten  z.  B.  selbst  alge- 
braische Funktionen  von  x  sind,  so  ist  y  ebenfalls  eine  alge- 
braische   Funktion   von  x. 
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31.    Additionstheorem  der  elliptischeu  Funktionen. 

Wir  wollen  ein  interessantes  Beispiel  für  den  zuletzt  betrachteten 
Fall  vorführen.     Die  gegebene  Differentialgleichung  sei 

(35)  "^y  -  fML^M^~^^  =  0 

dx       YAx{l  —  x){l—k^x) 

wo  k^  eine  Konstante  bedeutet.     Die  Gleichung  zwischen  s  und  y  ist 
offenbar  vom  Range  Eins;  ferner  ergibt  sich  sofort  durch  Integration 

dy                      /■*                 dx 
^  -  '  +  const. 


c^ dy^ ^  r 

J    iUvil  —  v)(i  —  k'^v)      J 


Viy{l—y){i—k'^y)     J    V^x{i  —  x){\  —  k^x) 

Bestimmen  wir  dasjenige  Integral  y,  das  für  x  =  0  den  Wert  y  =  i  an- 
nimmt, so  muß 

•I  dy 


f 


]/^y{i-y){i-k^y) 


-  T    =  const. 


sein,  wir  haben  also  für  das  betreffende  Integral  y 

•y  dy 


(36)  j 


0 


Uy{l—y){i—k^y) 


dx  fi  dy 


^  r  f  - 

^j  VAxd — x)(r^^^^^)   J  V 


]/^x{l  —  x){i  —  k^x)      J    /4y(l  —  y){i  —  k^y)  ' 
wo  jetzt  I  auch  als  willkürliche  Konstante  gelten  kann.     Setzen  wir 

/-«  dx  _      r^  ^y  _ 

so  ist 


und  wir  haben 

sin^  am  («  +  v) 

.2 


(36a)  (^ 

^       '  yx  ^=  sm"  am  u,    ^  —  sm-  am  r 

Hieraus  folgt  ohne  weiteres,  daß  die  Verzweigungspunkte  der  Funktion  y 
von  I  unabhängig  sind,  was  übrigens  durch  Anwendung  der  Fuohsschen 
Kriterien  auch  direkt  aus  der  Differentialgleichung  abgelesen  werden  kann. 
Eigentlich  scheint  hier  die  Einfülirung  von  /  in  die  Differential- 
gleichung überflüssig  zu  sein;  wir  wollen  aber  gleichwohl  durch  die 
Gleichung 


if. 


,on.      V         ^  X  \'  (1  -  0(1  -  kH)  +  t  M  (1  -  i:)(l  -  k^x) 
aus  der  sich  leicht 
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^^    y  -  1  _  k^xi 

^■^''''^     ,,       ,2         \/l—k*x\^l—k^l  —  k^^x(i—x)^t{i—t) 

^^-f'y-  -  i-k^'xt 

ergibt,  die  neuo  abhängij^e  VariabU^  t  in  dit;  Differentialgleichung  (35) 
einführen.  Eine  etwas  weitläufige,  aber  keineswegs  schwierige  Rechnung, 
die  im  wesentlichen  auf  die  Methode  hinauskommt,  nach  der  zuerst  Eulcr 
und  nach  ihm  Lagi-ange  die  Lösung  der  Differentialgleichung  (35)  in 
algebraischer  Form  dargestellt  haben  '),  ergibt  für  t  die  Differential- 
gleichung 

dx 
wir  haben  also  in  der  Tat  ein  Beispiel  für  den  zuletzt  behandelten   FaU 
Da  die  Koeffizienten  von  (35)  algebraische  Funktionen  von  x  sind,  ist  das 
allgemeine  Integral  y  selbst  algebraisch;    wir  erhalten  es,    indem  wir  in 
(37)  für  /  die  willkürliche  Konstante 

einsetzen  in  der  Form 

(38)     \'y= -^^^^j^ , 

und  es  ist  dies  gleich  dasjenige  Integral  von  (35),  das  für  x  =  0  den 
Wert  1/  —  I  annimmt.  Da  dieses  Integral  aber  durch  seine  Anfangsbe- 
dingungen eindeutig  bestimmt  ist,  folgt  hieraus,  daß  die  Gleichungen 
(36)  und  (38)  völlig  äquivalent  sind. 

Die  Tatsache,  daß  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung 
(35)  algebraisch  ist,  hat  Euler  (a.  a.  0.)  entdeckt.  Die  fundamentale  Wich- 
tigkeit dieses  Satzes  wird  am  deutUchsten  hervortreten,  wenn  wir  in  (38) 
für  y,  X,  I  ihre  Ausdrücke  als  elliptische  Funktionen,  wie  sie  durch  die 
Formeln  (36a)  gegeben  sind,  einführen.     Die  Gleichung  (38)  lautet  dann: 

sin  am  u  cos  am  f  A  am  c  +  sin  am  p  cos  am  uA  am  u 

sm  am  (ii  +  c)  = -. ,0    •  » ^-5 — , 

^      '      '  1  —  k^  sm^  am  u  sin''  am  p  ' 

und  analog  ergeben  die  Gleichungen  (37a) 

cos  am  u  cos  am  f  —  sin  am  u  A  am  u  sin  am  v  A  am  c 

cos  am  (u  +  c)  = ^t ,0    •  o ^—5 , 

^  '  1  —  k^  sm''  am  u  sin''  am  v  ' 

A  am  it  A  am  c  —  k^  sin  am  u  cos  am  u  sin  am  c  cos  am  v 

^  '  1  —  k^  sin''  am  u  sin^  am  v 

^)  Eni  er  1761.  siehe  Inst.  calc.  integralis  I  (1768),  Sect.  2.  Cap.  6,  Opera, 
Ser.  I,  vol.  11,  S.  391  ff:  Lag  ränge  1768.  siehe  Theorie  des  fonctions  analytiqaes, 
nouv.  ed.  1813,  chapitre  XI;  vgl.  z.B.  H.  Durege.  Theorie  der  eUiptischen  Funk- 
tionen. 5.  Aufl.  1908,  S.  44. 
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Es    sind    dies    die , sogenannten    Addit  ionslheoreme    der    elliptischen 
Funktionen 

sin  am,    cos  am,    A  am 

in  der  Form,  wie  sie  Jacobi^)    aufgestellt  hat. 

Es  kam  uns  hier  darauf  an  zu  zeigen,  wie  die  für  die  Entwicklung 
der  neueren  Analysis  so  bedeutungsvolle  Entdeckung  Eulers,  daß  die 
Differentialgleichung  (35)  in  algebraischer  Form  integriert  werden  kann, 
sich  in  die  Lehre  von  den  Differentialgleichungen  mit  festen  Verzwfigungs- 
punkten  einordnen  läßt. 

32.    Gleichungen  vom  Range  Zwei.    Zusamnienlassüng  der 

Resultate. 

Wir  wenden  uns  nun  zu  dem  Falle,  wo  die  Gleichung  (11) 
F(s,  y,  x)  =^  0 
zwischen  s  und  y  vom  Range  p  =  2  ist  -).    Man  kann  dann  (Nr.  2fi.  S.  99) 
zwei  rationale  Funktionen  a,  tj  von  5,  y: 

(39)  a  =  f{s,  y),    7]  =  g{s,  y) 

finden,  zwischen  denen  die  hyperelliptische  Gleichung  vom  Range  Zwei: 

(40)  o^  =  H[r})  =  (7/  —  gi)(ry  —  gg)!»?  —  ga)!^  —  g4)('/  —  g^Mv  —  gß) 
besteht  und  durch  die  sich  5,  y  ebenfalls  rational: 

s  =  fp{a,ri),    y=xp{a,r]) 
darstellen  lassen.    Die  Koeffizienten  von  /,  g,  9?,  y»  hängen  ebenso  wie  die 
gn  S2-I  •  ••'  ge  i"^  allgemeinen  noch  von  x  ab,  und  setzen  sich  aus  den  Koeffi- 
zienten der  Gleichung  (11)  auf  algebraische  Weise  zusammen. 
Indem  man  an  Stelle  von  7]  die  lineare  Funktion 

'i^yt  +  d'  ^^-ßy  =  ^^ 

einführt,  kann  man  ebenso  wie  im  Falle  p  =  1  (Nr.  28,  S.  106)  erreichen, 
daß  drei  der  Größen  g^.  konstante  Werte  annehmen;  es  sei  also  von 
vornherein 

gl   =   «1  •      g2  =   "2-      g3  =   «3 

vorausgesetzt,  wo  u^,  ög- '^s  '^'^^^  -*'  unabhängig  sind. 

Die  rationalen  Funktionen   (f.  y»  kann  man  (wie  im  Falle  ^  =  1 )   in 
die  Form  setzen: 

wo    0Q,   0j,  ^\.  0.,'  *''2   ganze   rationale   Kunktionen    von   //    mit    von    .r 


*)  C.  G.  J.  J  ac  obi.  Fundanienta  nova  theoriae  functionum  ellipticaruni  (182^' 1 
art.  18.  Werke  I.  S.  83. 

*)  Vgl.  für  das  folgende  l'ainleve.  a.  a.  0. 
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jihliiingigcn    Kooffizicntoii   hrdintcii.     ])ilT('fcritiit'rf    man   dicsfri  Ausdruck 
für  //  nach  x  und  verbleie lit    ihn   mit  ilcm  Ausdrucke  für  .v,  so  ergibt  sich 
Tür   //  eine  l)ilT<  ri-nt  ialgh'ichnng  von  der  Form 
,  <lil        .1    \-  fi  ■  C! 

'  '-'  ,1.1-  (■ 

oder  indem   wir'  mit    llillc  vun   ('i(J)  O  ('liminit'r<'ti. 

wo  A,B,C  ganze  rationale  l'unktionen  von  j/  mit  von  x  abhängigen 
Koeffizienten  bedeuten. 

Damit  die  Differentialgleichung  (1)  feste  Verzweigungspunkte  be- 
sitzt, ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  erstens  die  Differentialgleichung 
(42a)  feste  Verzweigungspunkte  hat,  und  daß  zweitens  auch  die  Ver- 
zweigungspunkte von  a  von  der  willkürlichen  Konstanten  des  allgemeinen 
Integrals  tj   der  Differentialgleichung  (42a)  unabhängig  sind. 

Die  Anwendung  der  ersten  Fuchsschen  Bedingung  auf  (42a)  ergibt, 
daß  6' =  1,  A  höchstens  vom  zweiten,  A'^  —  B'-R(y))  höchstens  vom 
vierten  Grade  in  >/  sein  muß.     Es  ist  also  A  von  der  Form 

.4  =  A^  +  A^,i  +  A^r,\ 
wo  Aq.A-^.A^  Funktionen  von  .r  bedeuten,  und  da  /?(>;)  vom    sechsten 
Grade  in  /y  ist,  muß  notwendig 

ß  =  0 
sein.     Die  Gleichung  (42)  lautet  also 

(43)  2  =  -4o  +  .U./  +  .4,,/2. 

dies  ist  eine  Riccatische  Gleichung,  die  Verzweigungspunkte  von  ?/ 
sind  also  bereits  festgelegt. 

Es  sei  r/i  dasjenige  Integral  von  (43).  das  für  den  nicht  singulären 
Punkt  X  =  Xq  den  Wert  Oj  annimmt  und  in  der  Umgebung  von  x  —  Xq 
holontorph  ist;  dann  haben  wir  in  dieser  Umgebung  die  Entwicklung 

>}\  =  öj  -f-  ^i(^ Xq)  +  Ö^^X  —  Xf^f  +   ■  •  •  . 

^  ~  \dx)x=x^ 

Setzen  wir  dies  in  den  Ausdruck  für  a  ein.   so  ergibt   sicli 
a  =  [dy{x  —  Tq)  -f-  d2ix  —  x,))'^  -f  •  •  -J^- 

n  [öl  —  ^i-  +  Öi(X  —  Xo)  ~  <3.2(X  —  Xq)^  +    •  ■  •]i  , 
i  =  2 

der  Punkt  x  =  Xq  wird  also  zufolge  des  ersten  Faktors  ein  Verzweigungs- 
punkt von  a  sein,  wenn  Ö^  einen  von  XuII  verschiedenen  Wert  hat.  Ist 
dagegen  ö^  gleich  Null,  so  ist  Xq  im  allgemeinen,  d.  h.  wenn  g^,  g^,  ^g  in  der 
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Umgebung  von  Xq  , holomorph  und  für  x  =  Xq  von  a^  verschieden  sind, 
kein  Verzweigungspunkt  von  <J.  Soll  als>  der  willkürliche  Punkt  x^  kein 
Verzweigungspunkt    von  a  sein,   so  muß  öi  verschwinden,   d.  h.   es  muß 

sem  für  x  =  Xq,  also  für  ein  willkürliches  x.    Ebenso  folgt,  daß  auch 

Af,  +  Ajtts  +  A^al  =  0 

sein  müssen;  wir  haben  folglich 

^^  =  0,   Ai  =  0,  ^2  =  0^ 
also  nach  (43) 

ax 
d.h.  fj  ist  eine  willkürliche  Konstante  7]  =  C,  und 


a  =  \'{C~a,){C  —  a^)(C  —  a,){C  —  s,){C  —  g,)(C-g,). 
Wären  nun  g^,  gg,  g^  noch  von  x  abhängig,   so  hingen  die  Lösungen  dfr 
Gleichungen 

C-g4  =  0,    C-g,=0,    C~g,  =  0 
von  C  ab,  diese  Lösungen  liefern  aber  allgemein  gesprochen  Verzweigungs- 
punkte von  o.     Da  aber  ü  keine  von  C  abhängigen  Verzweigungspunkte 
besitzen  darf,  so  müssen  die  g4,g5,  gg  ebenfalls  Konstanten, 

?4  =  «4»    §5  =  «5.    S6  =  «6 

sein. 

Wenn  also  die  Differentialgleichung  (1)  feste  Verzweigungspunkt c 
besitzt  und  p  =  2  ist,  so  hat  ihr  allgemeines  Integral  nach  (41)  die  Form 

_  ^2(^)  +  ^2«^)  VjC  —  a^){C  ~~a^)  ...jC  —  a,) 

und  da  sich  die  Koeffizienten  der  ganzen  Funktionen  0^.  0^,  'f',  auf 
algebraische  Weise  aus  den  Koeffizienten  der  Gleichung  (11)  zusammen- 
setzen, so  setzt  sich  also  y  selbst  auf  algebraische  W  eise  aus 
den  Koeffizienten  der  Differentialgleichung  (1)  zusammen. 
Sind  die  Koeffizienten  von  (1)  insbesondere  algebraische 
Funktionen  von  x,  so  ist  das  allgemeine  Integral  y  selbst 
eine    algebraische    Funktion    von    x. 

Wären  die  Koeffizienten  von  (1)  von  x  unabhängig,  also  (1)  eine 
Briot-  und  Bou quetsche  Differentialgleichung,  so  wäre  y  konstant,  also 
(1 )  von  der  Form 

dx  ~    ' 
d.h.    es    gibt    keine    Briot-    und     Bouquetschen    Differential- 
gleichungen   vom    Range    Zwei. 
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Dou  liier  für  p  -2  abgclfitctcii  Satz  lial  l^)incar(''  allgciin'in  für 
p  >  1  bewiesen.  Den  einen  Grundgedanken  des  von  Poincare  g(;g(^l)enen 
Beweises^)  haben  wir  schon  im  Falle  der  Riccatischon  Differential- 
gleichung (Nr.  15,  S.  57)  benützt;  er  besteht  darin,  daß  das  Fehlen  von 
verschiebbaren  Verzweigungspunkten  ausgenutzt  wird,  um  die  Art  der 
Abhängigkeit  des  allgemeinen  Integrals  der  Differentialgleichung  von  den 
Anfangswerten  genauer  zu  ergründen.  Betrachten  wir  nämlich  diejenige 
Lösung  y  von  (1),  die  für  einen  innerhalb  der  Fläche  T  gelegenen  festen 
Wert  X  =  Xq  den  Wert  y  =  ?/o  annimmt,  und  deren  Ableitung  y'  für  x  =  x^ 
gleich  einer  bestimmten  einfachen  Wurzel  y^  der  Gleichung 

l'^{s,yo,Xo)  =  0 
wird  -),  so  daß  also 

(lo)  /''(.'/o>^o>3o)  =  0 

ist,  dann  sind  y  und  y'  jedenfalls  monogene  Funktionen  von  y^.  Wir  denken 
uns  nun  das  Integral  y  von  Xq  aus  auf  einem  ganz  innerhalb  T  verlaufenden 
Wege  nach  einem  Punkte  x  hin  fortgesetzt,  dann  sind,  da  innerhalb  T 
keine  Verzweigungspunkte  der  Funktion  y  liegen,  die  Werte  von  y  und  y' 
in  X  durch  die  in  x^,  vorgeschriebenen  Anfangswerte  y^,  y'^  eindeutig 
festgelegt.  Zwischen  dem  durch  die  Gleichung  (Iq)  verknüpften  Werte- 
paar (j/o,  y'o)  ^'id  dem  durch  die  Gleichung 

(1)  F(y',2/,x)  =  0 

verknüpften  Wertepaar  {y,  y')  besteht  also  eine  eindeutige  Beziehung, 
und  zwar  ist  diese  Beziehung  gegenseitig  eindeutig,  da  ja  dieselbe  Über- 
legung auch  gültig  bleibt,  wenn  wir  das  im  Punkte  x  durch  die  Anfangs- 
werte y,  y'  bestimmte  Integral  auf  einem  in  T  verlaufenden  Wege  nach 
dem  Punkte  Xq  hin  fortsetzen.    Es  ist  also 

,^^^.  y  =  ^(?/m  Vo)  \  Vo  =  ^o(.¥'>  y) 

y'  =  'Piyö,  yo)  \  yö  =  ^o(?/',  y\ 

wo  die  0,  ^,  00,  ^F^n  iiionogene  eindeutige  Funktionen  ihrer  Argumente 
bedeuten,  die  natürlich  noch  Xq  und  x  als  Pai-ameter  enthalten,  und  durch 
die  Beziehungen  (44)  w^erden  die  Gleichungen  (lo)  und  (1)  (in  denen  Xq 
und  X  als  Parameter  anzusehen  sind)  ineinander  transformiert.  Ein  ge- 
naueres Eingehen  auf  den  analytischen  Charakter  der  zwischen  {y\  y) 
und  (?/o,  y^)  bestehenden  Abhängigkeit  führt,  ähnlich  wie  in  der  Nr.  15, 
zu  dem  Schlüsse,  daß  die  eindeutigen  Funktionen  0,  ¥*',  0^,  Wq  rationale 
Funktionen  von  y'^^y^  bzw.  y',y  sind;  man  kann  aber  hier  dasselbe  aus 
einem  Satze  von  Picard  ^)  erschließen,  der  besagt,  daß  eine  gegenseitig 

*)  Poincare,  a.  a  0..  vgl.  für  das  folgende  Picard.  Tratte  d'Analyse  III 
(1908),  S.  82ff.:  Painleve,  a.  a.  0.  S.  70ff. 

^)  Werte  «/o,  für  die  alle  Wurzeln  dieser  Gleicliang  mehrfache  sind,  gibt  es 
mir  in  endlicher  Anzahl:  diese  üben  auf  die  folgende  Überlegung  keinen  Einfluß  aus. 

3)  Siehe  Picard,  Traite  d'Analyse  II t  (1908),  S.  63. 
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eindeutige  Transformation  zweier  algebraischr'r  Kurven  ineinander  not- 
wendig eine  birationale  Transformation  (vgl.  Nr.  26)  sein  muß, 
wenn  feststeht,  daß  diese  Transformation  nur  isolierte  wesentlich  singu- 
lare Stellen  haben  kann. 

Der  zweite  Grundgedanke  des  Po  ine  areschen  Beweises  besteht  in 
der  Heranziehung  des  folgenden  Satzes  aus  der  Theorie  der  algebraischen 
Funktionen  '): 

Der  Rang  der  algebraischen  Gleichung  (1)  zwischen  y'  und  y  stimmt 
{vgl.  Nr.  26)  mit  dem  der  Gleichung  (Iq)  zwischen  y'^  und  y^  überein. 
Ist  dieser  Rang  größer  als  Eins,  so  kann  es  nur  eine  endliche  Anzahl 
birationaler  Transformationen  geben,  die  diese  Gleichungen  ineinander 
überführen,  und  diese  Transformationen  lassen  sich  aus  den  Koeffizienten 
der  Gleichungen  (1),  (1^)  durch  rein  algebraische  Operationen  herstellen. 

Aus  diesem  Satze  folgt  nun  ohne  weiteres,  daß  die  Gleichung 

in  der  0  eine  rationale  Funktion  von  y^,  i/o  niil  \  nri  ./  und  a',,  abhängigen 
Koeffizienten  bedeutet,  durch  algebraische  Operationen  aus  den  Koeffi- 
zienten der  Differentialghnchung  (1)  hergestellt  werden  kann;  das  allge- 
meine Integral  y  von  (1)  ergibt  sich  also  algebraisch.  Wenn  insbesondere 
die  Koei'fizi(!nten  von  (1)  algebraisch  von  x  abhängen,  so  ist  y  eine  alge- 
braische Funktion  von  x,   und  das  ist  der  Satz  von  Poincare. 

Wir  können  mit  Benutzung  dieses  Resultates  die  Ergebnisse  des 
gegenwärtigen  Kapitels  wie  folgt  zusammenfassen: 

Wenn  für  eine  DüTcrentialgleichung 

nf(^y 


F 


(1.^.^-0. 


ily 
wo  F  eine  ganze  rational(>    l^'unktion   von     ,     und   //   bedeutet,   die  \  er- 

zweigungspunkte  des  allgemeinen  Integrals  fest  sind,  so  hat  man  zunächst 

den  Rang  /?,  der  durcli  dif^sc  Gleichung  bestimmten  algebraischen  Funktion 

du 
■    von  y  festzustellen.     Ist  p  =  0,  so  läßt  sich  die  Differentialgleichung 

durch  eine  rationale  Transfoiiuation  auf  einc^  Riccatische  DifTerential- 
gleichung  zurückführen.  Ist  />  =  1,  so  hängt  das  allgemeine  Integral  im 
allgemeinen  von  einer  elliptischen  Funktion  ab,  deren  Modul  konstant  ist 
und  durch  die  Koeffizienten  der  DilTerentialgleichung  bestinuiti  wird,  und 
erfordert  überdi(>s  noch  die  Ausführung  einer  Quadratur  ((33),  S.  113). 
Ist  p  >  1,  so  bestimmt  sich  das  allgemeine  Integral  auf  algebraiscln^  Weise 
aus  den  Koeffizienten  (l(>r  DilTerentialgleichung. 

Wenn   (li<>   Koeffizienten   (i(T   DilTerentialgleichung  di(>  unabhängige 
Variable  a;  nicht  explizite  enthalten  (Briot  -  und  Bcui  (juet  sehe  Gleichung), 

M  Siehe  z.  B.  l'icard.  Traite  dAnalyse  II  (VM^).  S.  479ff.,  lll  (^liKKS).  S.  83. 
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so  ist  (las  allf^ciiHMtic  I  iil  i'l;i;iI  im  l'allc  /;  -  0  ontwcdor  oine  rationalo  oHor 
oiuo  cinfacli-pcruKliscIic  l^'unkt  idti,  die  niii'  ini  UnondJichon  «'irion  wesent- 
lich singiilären  l'iiiikl  besil/t,  im  l*'alle  p  I  dat^jcgcii  eine  rationale  l^iirik- 
tion  von 

sin  am  //,     cos  am  //,  A  am  w, 

wo  //  eine  liiKNire  Funktion  von  x,  und  der  Modul  dieser  elliptiselien  Funk- 
tionen durch  die  Koeffizienten  der  Differentialf^leichiing  bf^stininit  ist.  Der 
Fall  />  >  1  kann  hier  nicht  auftreten. 
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l)i(>  Wurzeln  der  in  den  Kapiteln  2  bis  4  auseinandergesetzten  Theorie 
der  Difl'erentialgleichnngen  erster  Ordnung  mit  festen  Verzweigungs- 
punkten liegen  in  der  von  Gauss  (von  1797  ab),  Abel  und  Jacobi  (1827) 
begründeten  Lehre  von  den  elliptischen  Funktionen,  die  ja  die  Integration 
der  DifTer(>ntialgleichung  (28)  lieferte.  Cauchy  und  sein  Schüler  Liou- 
ville  haben  durch  die  funktionentheoretische  Betrachtung  der  allgemeinen 
doppeltperiodischen  Funktionen  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen 
neue  fruchtbare  Gedanken  zugeführt^)  und  Meray,  ein  Schüler  Liou- 
villes,  hat  den  für  die  Lehre  von  den  Differentialgleichungen  wichtigen 
Satz  aufgestellt,  daß  eine  eindeutige  doppeltperiodische  Funktion,  die  im 
Endlichen  keine  wesentlich  singulare  Stelle  besitzt,  stets  einer  DilTer<^ntial- 
gleichung  von  der  Form  (3)  (S.  95)  genügt.  Briot  und  Bouquet  haben 
dann  (1855/56)  das  Studium  dfn-  jetzt  nach  ihnen  benannten  DifTerential- 
gleichungen  (3),  deren  allgenmines  Integral  eine  eindeutige  Funktion  von 
X  ist,  aufgenommen  und  durchgeführt;  der  bedeutsame  Gedanke,  den 
Rang  der  algebraischen  Gleichung  zwischen  y'  und  y  ins  Spiel  zu  bringen, 
geht  auf  II  er  mite  (1873)  zurück.  Fuchs  gab  (1884)  dem  Problem  die 
entscheidende  Wendung,  indejn  er  die  Differentialgleichungen  von  der 
allgemeinen  Form  (1),  wo  also  die  abhängige  Veränderliche  x  eingeht, 
betrachtete  und  in  den  Differentialgleichungen,  die  keine  verschiebbaren 
Verzweigungspunkte  besitzen,  die  Verallgemeinerung  der  Briot-  und 
Bouquetschen  Gleichungen  erkannte.  Es  ist  zu  bemerken,  daß  die  Me- 
thoden, nach  denen  Raschko  (1883)  die  Briot-  und  Bouquetschen 
Differentialgleichungen  behandelte,  eine  wertvolle  Vorarbeit  für  die  Unter- 
suchungen von  Fuchs  bildeten.  Poincare  gab  unmittelbar  nach  dem 
Erscheinen  der  Fuchs  sehen  Abhandlung  seinen  am   Schluß  der  vorigen 

0  Vgl.  hierzu  den  Artikel  II  BG  von  E.  Hilb  in  der  Enzyklopädie  der 
Math.  Wiss..  Bd.  112  (1921),  S.  563  ff. 

^)  Siehe  z.  B.  Liouville,  Le(;ons  sur  las  fonctions  doablement  periodiques 
faites  en  1847.  Grelles  Journal  88  (1880),  S.  277. 
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Nummer  ausgesprochenen  Satz,  durch  den  gezeigt  war,  daß  die  Diffe- 
rentialgleichungen erster  Ordnung  mit  festen  Verzweigungspunkten  keine 
bis  dahin  unbekannten  Transzendenten,  insbesondere  keine  neuen  ein- 
deutigen Funktionen  definieren.  —  Painleve  gab  (1887)  durch  seine 
genauere  Untersuchung  der  Abhängigkeit  der  Lösungen  von  den  Anl'angs- 
werten  und  durch  den  Beweis  des  nach  ihm  benannten  Satzes  (Nr.  14, 
S.  53)  den  Arbeiten  von  Fuchs  und  Poincare  ein  sicheres  Fundament. 
—  Es  ist  aber  außerordentlich  bemerkenswert,  daß  der  Painlevesche 
Satz  nur  für  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  gilt.  Für  Diffe- 
rentialgleichungen höherer  Ordnung  oder  für  Systeme  von  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  kann  es  sehr  wohl  vorkommen,  daß  sich  an 
den  mit  den  Anfangswerten  verschiebbaren  singulären  Punkten  die  Inte- 
grale nicht  mehr  algebroid  verhalten  ^).  So  hat  die  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung 

wie  man  sofort  bestätigt,  die  allgemeine  Lösung 

1 

wo  6\,  Cg  willkürliche  Ronstanten  bedeuten ;  die  verschiebbare  Stelle  x  =  c.^ 
ist  aber  eine  wesentliche  Singularität.  Für  Differentialgleichungen  dritter 
und  höherer  Ordnung  können  die  verschiebbaren  singulären  Stellen  sogar 
Linien  erfüllen,  was  —  wie  Painleve  gezeigt  hat  —  für  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung  nicht  eintreten  kann. 

Wir  geben  nun  noch  eine  Übersicht  über  die  verschiedenen  Frage- 
stellungen, die  an  die  im  vorhergehenden  dargelegten  Untersuchungen 
angeknüpft  worden  sind. 

L  Was  die  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  anlangt, 
so  haben  wir 

1.  die  Frage  nach  dem  Verhalten  der  Integrale  in  der  Umgebung 
der  festen  singulären  Stellen. 

Dafür  liegen  die  ersten  Untersuchungen  in  der  klassischen  Abhand- 
lung von  Briot  und  Bouquet  (1855/56)  vor.  Neuere  Arbeiten  in  dieser 
Richtung  stammen  von  Picard,  Poincare.  Hörn,  Boutroux  und 
Malmquist^).     Wir  werden  dieser  Frage  nur  in  dem  Falle  näher  treten. 

^)  Siehe  Picard.  Comptes  Rendus  18871.  S.  42:  vgl.  Painleve,  Legon-^^ 
etc.,  S.  394,  41B. 

-)  Siehe  die  Darstellung  einiger  Ergebnisse  dieser  Arbeiten  bei  .1.  11  o  r  n 
Gewöhnliche  Differentialgleichungen.  Sammlung  Schubert  L  (1905).  S.  319  ff.,  wo 
auch  Literaturangabeu  zu  Hnden  sind,  und  bei  P.  B  o  u  t  r  o  u  .\  .  Le^ons  sur  les  fonc- 
tions  definies  par  les  equations  differentielles  du  premier  ordre,  Paris  190Ö; 
,1.  Malmquist  Archiv  für  Matem.  Astr.  och  Fysik  15.  Nr.  3  a5>20).  Nr.  27   (1921). 
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v\u  (^  skIi  Ulli  •111«'  DilTrrciitialglcichung  erster  Ordnung  mit  festen  Ver- 
zweigiingspiinkten,  also  im  wesentlichen  um  eine  Ricca tische  Differen- 
tialgh'ichung  hanch^lt,  und  zwar  werden  wir  in  den  folgenden  Kapiteln 
die  Grundziige  der  analytischen  Theorie  der  linearen  Differential- 
gleichungen entwickeln,  auf  die  ja  eine  Riccatische  Differentialgleichung 
zurückgefülirt  worden  ist   (Nr.  17). 

2.  Man  kann  nach  den  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  mit 
festen  Verzweigungspunkten,  deren  Lösungen  also  in  der  Fläche 
T  meromorph  und  mithin  eindeutig  sind,  diejenigen  Differential- 
gleichungen untersuchen,  deren  Lösungen  innerhalb  T  von  end- 
licher Vieldeutigkeit  sind. 

in  dieser  Richtung  hat  besonders  Painleve  eingehende  Unter- 
suchungen angestellt').  Hier  läßt  sich  auch  die  Frage  einordnen  nach 
den  Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  deren  allgemeines  Integral 
eine  algebraische  Funktion  der  unabhängigen  Veränderlichen  ist.  Sie 
ist  trotz  der  darauf  gerichteten  Bemühungen  von  Darboux,  Poincare 
und  Autonne^)  von  einer  Lösung  noch  weit  entfernt. 

IL  Für  die  Differentialgleichungen  höherer  Ordnung  oder  Systeme 
von  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  kommen  in  Frage: 

L  die  linearen  Differentialgleichungen,  von  denen,  wie  schon  be- 
merkt, in  den  folgenden  Kapiteln  die  Rede  sein  wird; 

2.  die  Frage  nach  den  Differentialgleichungen  zweiter  und  höherer 
Ordnung,  deren  Lösungen  keine  anderen  verschiebbaren  Singu- 
laritäten als  Pole  besitzen. 

Painleve  hat  (von  1900  an)  nach  einer  ihm  eigentümlichen  Me- 
thode die  Bedingungen  dafür  angegeben,  daß  eine  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  die  genannte  Eigenschaft  besitzt,  und  hat  dadurch  u.  a. 
einen  Typus  von  Differentialgleichungen  entdeckt,  deren  allgemeine  Lösung 
eine  neue  eindeutige  Transzendente  ist^).  Später  (1905)  hat  Schlesinger 
gefunden,  daß  die  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  zu  einer 
Klasse  von  Differentialgleichungen  bezw.  von  Systemen  von  Differen- 
tialgleichungen beliebig  hoher  Ordnung  führt,  deren  Integrale  nur 
verschiebbare  Pole  haben.  Wir  werden  über  diese  Untersuchungen  irn 
neunten  Kapitel  berichten  und  dort  auch  die  neuere  Literatur  über 
diesen  Gegenstand  zusammenstellen. 

')  Siehe  Painleve,  Le(,"ons  eic,  S.  92  ff.,  und  Note  zu  dem  in  der  Fuß- 
note^ S.  124  genannten  Buche  von  Boutroux;  vergl.  ferner  J.  Malmquist, 
Acta  Mathematica  36  (1910),  S.  297,  42  (1920),  S.  317. 

-)  Siehe  Literaturangaben  in  dem  oben  genannten  EnzyklopädieartikeJ  von  H  il  b. 

^)  Eine  Behandlung  dieser  Painl  eve  sehen  Transzendenten  gibt  Hörn,  a.  a. 
0.  S.  379,  wo  auch  Literaturangaben  zu  finden  sind. 
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Singulare  Stellen  linearer  Difl'erentialgleichungen. 

34.    Die  lineare  homogene  Differentialgleichung  erster  Ordnung. 

Zur  Einführung  in  die  Methoden,  die  über  das  Verhalten  der  Inte- 
grale linearer  homogener  Differentialgleichungen  in  der  Umgebung  sin- 
gulärer  Stellen  Aufschluß  geben,  erscheint  es  zweckmäßig,  mit  dem  ein- 
fachsten  Falle  der   Differentialgleichung   (vgl.    (20)   der   Nr.  16) 

(1)  *  =  ?'■«(■'■) 

zu  beginnen.  Wir  haben  schon  gezeigt,  daß  alle  Singularitäten  dieser 
Differentialgleichung  feste  sind  ;  es  geht  dies  aber  auch  unmittelbar  daraus 
hervor,  daß,  wenn  y^  ein  partikuläres  und  y  das  allgemeine  Integral  von 
(1)  bedeutet, 

idy_  1  dy^  ^  ^ 

y  dx       yi  dx 
also 

(I )  //  =  const.  i/j 

ist.  Singuläi*e  Stellen  eines  Integrals  von  (1)  kumicn  also  nur  solche 
a;-Werte  sein,  wo  die  Funktion  a{x)  selbst  aufhört  holomorph  zu  sein. 

Es  sei  nun  a:  =  a  eine  isolierte  singulare  Stelle  von  a(.r),  in  deren 
Umgebung  a(.r)  eindeutig  ist.  d.  h.  daß  ein  geschlossener  Weg  V.  der 
diesen  und  keinen  anderen  .singuläien  Punkt  von  ai(.r)  einmal  im  positiven 
Sinne  utaschließt,  die  Funktion  zu  ihrem  Ausgangswerte  zurückführt. 

Das  Integral  y  möge  sich,  auf  dem  Wege  i  fortgesetzt,  in  y  ver- 
wandelt haben,  dann  ist  y  ebenfalls  ein  Integral  von  (1).  Da  aber  das 
allgemeine  Integral  der  Gleichung  (1)  in  der  Form  cy  darstellbar  ist.  wo 
c  eine  willkürliche  Konstante  bedeutet,  so  haben  wii'  jedenfalls 

(II)  y  =  loy, 

wo  M  eine  bestimmte  Konstante  darstellt.  Es  ist  nun  leicht  eine  ein- 
fache Funktion  herzustellen,  die  sich  mit  der  Konstanten  o)  multipliziert, 
wenn  x  den  W^^g  V  beschreibt.     Setzen  wir 

_  log  O) 
^~    Ini   ' 
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8(-t  ist,  wi'iiii  wir  (Iciii  log  o>  seine  Vieldeutigkeit  helusseii.  /  nur  ahge- 
sehoii  von  adtlitivon  gunz(>n  Zahlen  bestimmt;  jedenfalls  multipliziert 
sich  aber  der  Ausdruck 

Xj  =  (x  —  a  )^ 

wi'iiu  X  den  Weg  U  beschreibt  mit 

gSi/iir  —    (,j  , 

l)tr   (^)uutient 

'     '       [X  —  ay 
ist  also  in  der  Umgebung  von  x  =  a  eindeutig  und  hat  in  a  eine  isolierte 
Singularität.     Wir  bemerken  noch,  daß  die  Hilfsfunktion   i)  selbst  einer 
Differentialgleichung   von   der   Form    (1)   genügt,   nämlich  der  Gleichung 

Nun  ist  eine  in  der  Umgebung  eines  isolierten  singulären  Punktes  x  =  a 
eindeutige  Funktion,  ohne  liücksicht  auf  die  Art  ihres  Verhaltens  in 
diesem  Puiikte  selbst,  in  einer  gewissen  Umgebung  von  x  =  a  nach  dem 
Laurent  sehen  Satze')  nach  ganzen  Potenzen  von  x — a  entwickelbar; 
wir  haben  also  für  den  Koeffizienten  a{x)  eine  Entwicklung  von  der  Form 

+  00 

a{x)  =    E  Ck{x  —  aY 

A'  =  —  CO 

und   IVir   qj{x)  eine  ähnliche  Entwicklung 

—  00 

(p[x)  =   E  yk{x  —  a)^'. 

k= — 00 

Das  Integral  y  wird  also  in  der  Umgebung  von  x  =  a  die  Gestalt  haben: 

(IV)  y  =  {x~aY£yk{x~aY- 

der  Umstand,  daß  der  Exponent  r  nur  abgesehen  von  additiven  ganzen 
Zahlen  bestimmt  ist,  kommt  bei  dieser  Darstellung  nicht  in  Betracht,  da, 
wenn  die  Reihe  unendlich  viele  positive  und  unendlich  viele  negative  Po- 
tenzen von  {x — a)  enthält,  die  Änderung  von  r  um  eine  ganze  Zahl  nur 
eine  Verschiebung  der  Glieder  innerhalb  der  Reihe  nach  sich  zieht. 

Dadurch  ist  das  Verhalten  der  Lösung  y  in  der  Umgebung  der  sin- 
gulären Stelle  x  =  a  qualitativ  bestimmt.  Um  nun  noch  die  Darstellung 
der  Lösung  in  dieser  Umgebung  quantitativ  angeben  zu  können,  muß' 
man  suchen,  r  und  die  Koeffizienten  y^  wirklich  zu  berechnen,  wenn  die 
Koeffizienten  q.  der  Entwicklung  von  a{x)  bekannt  sind.  Diese  Aufgabe 
ist.  wie  man  sich  durch  Einsetzen  der  Reihen  in  die  Differentialgleichung 
sofort  überzeugt,  durch  Anwendung  der  Methode  der  unbestimmten  Koef- 

1)  Siehe  z.  B.  Knopp  ,  Funktionentheorie  (1918),  S.  119- 
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fizienten  auf  eleinentaro  Weise  nicht  lösbar,  wenn  die  Reihe  für  y  sowohl 
nach  der  Seite  der  positiven  als  auch  nach  der  Seite  der  negativen  Ex- 
ponenten hin  ins  Unendliche  geht.  Es  wird  also  eine  Einschränkung  iri 
bezug  auf  die  Natur  der  singuläron  Stelle  x  =  a  Platz  greifen  müssen ; 
um  diese  deutlich  zu  machen,  führen  wir  die  folgende  auf  Fuchs ') 
zurückgehende  Bezeichnung  ein. 

Wenn  eine  monogene  Funktion  j{x)  im  Punkte  x  —  a  eine  isolierte 
singulare  Stelle  hat,  und  es  eine  Potenz  {x  —  a)"  mit  endlichem  Ex- 
ponenten Q  gibt,  so  daß  das  Produkt  f{x)  •  {x  —  a)?  in  der  Umgebung  von 
x  =  a  dem  absoluten  Betrage  nach  beschränkt  ist,  d.  h.  daß  \f{x)  •  {x  —  aY  \ 
für  alle  a;,  die  einer  Ungleichung  |  a;  —  a\  <.  d  genügen,  kleiner  bleibt 
als  eine  angebbare  positive  Größe  M,  so  sagen  wir,  die  Funktion  j{x) 
sei  im  Punkte  a;  =  a  nicht  unbestimmt.  Dagegen  nennen  wir  x  =  a 
einen  Punkt  der  Unbestimmtheit  für  die  Funktion  /(x),  wenn  eine 
solche  Potenz  {x — a)°  nicht  existiert.  Eine  nicht  isolierte  singulare 
Stelle  soll  stets  als  Punkt  der  Unbestimmtheit  angesehen  werden.  Im 
Sinne  dieser  Definition  ist  also  eine  isolierte  wesentlich  singulare  Stelle 
einer  eindeutigen  Funktion  ein  Punkt  der  Unbestimmtheit;  dagegen  xsird* 
z.  B.  eine  Funktion  <p{x)^  die  in  a;  =  a  einen  Pol  von  endlicher  Ordnung 
besitzt,  und  ebenso  das  Produkt  einer  solchen  Funktion  mit  einer  Potenz 
{x  —  ay  oder  mit  log(a" —  a)  in  x  =  a  nicht  unbestimmt.    Eine  Laurent- 

sehe  Reihe  Z  yi.{x  —  a)'  hat   die  Stelle  x  =  a  zum  Punkte  der   Unbe- 

stimmtheit  dann  und  nur  dann,  wenn  die  Anzahl  der  Potenzen  mit  nega- 
tiven Exponenten  unendlich  groß  ist.  Wie  diese  Bezeichnung  auf  das 
Verhalten  einer  Funktion  für  a;  =  oo  anzuwenden  ist,  bedarf  wohl  keiner 
besonderen  Erörterung. 

Es  sei  nun  vorausgesetzt,  daß  y  in  x  =^  a  nicht  unbe- 
stimmt ist.  Dann  kann  man  die  in  der  Entwicklung  von  y  in  endlicher 
Anzahl  auftretenden  Potenzen  mit  negativen  Exponenten  durch  Ab- 
änderung von  r  zum  Wegfall  bringen,  also  diese  Entwicklung  von  y  in 
die  Form  setzen: 

(IVa)  y  =  (x  — a)'(7o  +  yA^  —  a)  ^  •  •  •). 

wo 

7o  +  0 
ist  und  r  jetzt  eine  völlig  bestimmte  Größe  bedeutet.      Wir  sagen  dann. 
die  Funktion  y  gehöre  für  x  =  a  zum  Exponenten  r. 

Um  die  Form  von  a{x)  festzustellen,  bemerken  wir,  daß 

a(:c)  =  ~^^  =   -   -  ry^+  ■■■ 

^   '         dx  x  —  a   yo  + yi(x~a)  +  '  ■  ■ 

ist;  also  haben  wii-,  da  der  mit  {x —  a)~^  multiplizierte  Bruch  in  der  Um- 
gebung von  X  =  a  holomorph  ist, 

^)  L.  Ji'uchs,  1886,  Werke  II,  S.  394. 


34.  Die  lineare  homogene  Differentialgleichung  erster  Ordnung.  129 

1       f  1 

a{x)  =  ^-^ |co  +  Cj(a;  —  a)  +  c.[x  —  af  +  ■  ■ -U    ^o  =  ''• 

Damit  y,  und  dadurch  auch  das  allgemeine  Integral  der  Differential- 
gleichung (1),  im  singulären  Punkte  a  nicht  unbestimmt  sei,  ist  also  not- 
wendigund  hinreichend,  daß  a{x)  mx  =  a  höchstens  einen  Pol  erster 
Ordnung  besitzt.  Die  Bestimmung  der  Größen  r  und  y^.  erfolgt  nun 
durch  Einsetzen  in  die  Differentialgleichung  nach  der  Methode  der  unbe- 
stimmten Koeffizienten.     Man  erhält 

i  Yk{k  +  r){x  —  a)i+'-i  =  1  y^x  —  a)^+'- Zck{x  -  af 

also,  indem  man  beiderseits  mit  x  —  a  multipliziert  und  die  Koeffizienten 
gleich  hoher  Potenzen  von  x —  a  einander  gleichsetzt: 

(2)    7w(v  +  r)  =  Co)/;,  +  Ciy;,_i  +  •  •  •  +  c.7o  (.=0,5,2,...), 

was  eine  Rekursionsformel  für  die   yo5  7ii  •  •  •  liefert.      Insbesondere 
ergibt  sich  für  v  =  0 

Yof  =  ^oyo, 
es  bleibt  also  das  von  Null  verschieden  vorausgesetzte  yo  willkürlich,  und 
der  Exponent  r  bestimmt  sich  zu  Cq,  d.  h.  er  ist  gleich  dem  Koeffizienten 
von    {x  —  a)~^  in    der   Entwicklung  von   a{x)  oder   dem  Cauchyschen 
sehen  Residuum  von  a{x), 

r  =  Res.r=r2a(a;). 

Wir  haben  also  in  diesem  Falle  die  quantitative  Bestimmung  der  Ent- 
wicklung des  Integrals  geleistet. 

Wir  gehen  nun  einen  Schritt  weiter,  indem  wir  statt  uns  wie  bisher 
auf  die  Umgebung  einer  einzelnen  singulären  Stelle  zu  beschränken,  das 
Verhalten  in  der  ganzen  Ebene  studieren.  Wir  wollen  zuvörderst  a{x) 
als  allenthalben  eindeutige  Funktion  von  x  voraussetzen  und  dann  die 
Forderung  aufstellen,  daß  t/ für  keinen  Punkt  der  a;-Ebene  unbestimmt 
sein  möge.  Dann  darf  a{x)  in  der  ganzen  x-Ebene  (den  Punkt  a:  =  00 
eingeschlossen)  keine  anderen  Singularitäten  als  einfache  Pole  besitzen, 
und  hieraus  folgt  ^),  daß  a{x)  eine  rationale  Funktion  sein  muß. 

Es  seien  die  im  Endlichen  gelegenen  einfachen  Pole  von  a{x) 

öj,  CI21  .  •  ■)  ö(j , 

so  hat  also  a{x)  die  Gestalt 

,  ,  h{x) 

a{x)  = 


[x  —  cij){x  —  «2) . . .  (a;  —  üo) ' 

wo  h{x)  eine  ganze  rationale  Funktion  von  x  bedeutet.  Um  noch  die 
Bedingung  dafür  zu  finden,  daß  auch  x  —  od  keine  UnbestimmtheitssteUe 
von  y  ist,  führen  wir  in  die  Differentialgleichung  (1) 


1)  Siehe  z.  B.  Knopp,  a.  a.  0.,  S.  136. 

Schlesinger,  DifferentialgleiohnngeD. 
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dy  h{z) 

dx~~^     {x  —  a,)...(a;  —  üa) 

dijr(;h  die  Transformation 

1 

die  neue  unabhängige  Veränderliche  ^  ein.     Dann  muß  für  die  transfor- 
mierte Differentialgleichung 

dy  _       -1  ^Vl/ 


die  Bedingung  erfüllt  sein,  daß  2/  in  |  —  0  nicht  unbestimmt  ist.  d.  h.  es 
muß  der  Koeffizient  in  .$  =  0  einen  Pol  erster  Ordnung  haben.  Daraus 
folgt  aber,  daß  der  Grad  von  h{x)  nicht  größer  als  o  —  1  sein 
darf. 

Denkt  man  sich  dann  a{x)  in  Partialbrüche  zerlegt: 

"       rk 
a[x)  =  E  , 

so  ergibt  sich  das  allgemeine  Integral  von  (1)  in  der  Form 

a 

(3)  y  =  const./Z  {x  —  auYh 

k  =  \ 

in  Übereinstimmung  mit  dem  oben  für  die  Exponenten  r  gefundenen 
Ergebnis. 

Dagegen  würde,  wenn  der  Grad  m  von  h{x)  größer  als  o —  1  wäre, 
bei  der  Partialbruchzerlegung  von  a{x)  noch  ein  ganzer  rationaler  Teil 
g{x)    vom  Grade  m  —  o"  auftreten, 

"  fk 

a{x)  =  g(.r)  +  r       --  , 
und  das  allgemeine  Integral  von   (1) 

y  =  ef^^'^^fl  [x  —  aO'"'-- 

hätte  in  diesem  Falle  in  a;  =  oo  einen  Punkt  der  Unbestimmtheit. 
Die  Differentialgleichung 

(V)  1'  =  yi    '* 

dx       ^   ^._i  x  —  Uk 

ist  trotz  ihres  elementaren  Charakters  als  einfachstes  PiU'adigma  einer 
wichtigen  Klasse  von  Differentialgleichungen  für  uns  von  besonderer  Be- 
deutung. Wir  bezeichnen  sie  als  zum  Fuchsschen  Typus  gehörig,  weil 
ihre  Integrale  nirgends  unbestimmt  sind.  Für  c  =  1  reduziert  sie  sich  auf 
die  Differentialgleichung  (HI),  die  wii-  als  Cauchysche  bezeichnen  wollen. 
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Es  mögen  nun  noch  finige  Boinerkungcn  über  die  MolirdiMitigkcit 
der  Funktion  y  in  der  ganzen  Ebene  gemacht  werden.  Wir  brauchen  un.s 
dabei  nicht  auf  die  Differentialgleichung  (V)  zu  beschränken,  wir  können 
vielmehr  den  allgemeinen  Fall  ins  Auge  fassen,  wo  der  Koeffizi(.'nt  a{x) 
eine  eindeutige  Funktion  ist,  die  im  Endlichen  nur  eine  endliche  Anzahl 
singulärer  Punkte  a^,  a^,  •  ■  •■,  dg  besitzt. 

Wir  scheiden  die  Punkte  a^,  .  .  .,  a„  durch  kleine  Kurven  aus  der 
Ebene  aus  und  verbinden  diese  durch  Schnitte  li,  /g,  ■  ■  ■,  la  ff^it  dem  Un- 
endlichen (Fig.  2).  Diese  Schnitte  mögen  — ■  das  sei  ein  für  allemal  verab- 
redet —  längs  analytischer  Kurven,  die  einander  nicht  durchsetzen,  gelegt 
werden.  In  der  so  entstehenden  einfach  zusammenhängenden  Fläche  T 
ist  das  Integral  y,  das  für  x  —  Xq  den  Anfangswert  y  —  yo  annimmt, 
allenthalben    holomorph,    also    eindeutig  cx) 

bestimmt.  Es  fragt  sich  nun,  was  mit  y 
geschieht,  wenn  wir  nicht  innerhalb  T 
verbleiben,  sondern  auf  einem  Wege  u 
fortsetzen,  der  gewisse  der  Querschnitte 
l.^  überschreitet.  Wenn  dann  y  in  y  über- 
gegangen ist,  so  genügt  auch  y  der  Diffe- 
rentialgleichung (1),  es  ist  also  y  —  c„y, 
wo  c„  eine  für  den  Weg  u  charakte- 
ristische Konstante  bedeutet.  Für  die  Wirkung  des  Weges  u  auf  die 
Wertänderung  der  Funktion  ist  aber  nur  maßgebend,  in  welcher  Reihen- 
folge und  in  welchem  Sinne  dieser  Weg  die  einzelnen  Schnitte  /j,  .  .  .,  ü^ 
durchquert.  Wir  nennen  einen  einfachen  Schleifenweg  s.^  einen 
solchen,  der  nur  einen  Schnitt  l.^  überschreitet,  und  sagen,  die  Über- 
schreitung erfolge  im  positiven  Sinne,  wenn  der  Übergang  in  derjenigen 
Richtung  erfolgt,  die  der  Bewegung  eines  im  Punkte  a^,  befestigt  ge- 
dachten Uhrzeigers  entgegengesetzt  ist.  Analytisch  kann  dieser  Sinn 
also  dadurch  definiert  werden,  daß  das  Argument  von  x  —  üy  in  diesem 
Sinne  wächst,  oder  daß  sich  log(a;  —  a^)  bei  Überschreitung  von  ly  in 
diesem  Sinne  um  2jii  vermehrt.  Der  Weg  u  läßt  sich  dann  in  seiner  Wir- 
kung auf  y  durch  die  Aufeinanderfolge  solcher  teils  im  positiven,  teils 
im  negativen  Sinne  durchlaufenen  Schleifenwege  s,^  ersetzen.  Multi- 
pliziert sich  y  bei  der  Fortsetzung  längs  des  im  positiven  Sinne  durch- 
laufenen Schleifenweges,  s^,,  d.  h.  also  nach  einmaliger  Umkreisung  des 
Punktes  a^  im  positiven  Sinne,  mit  a>^„  und  durchquert  u  der  Reihe  nach 
g^-mal  den  Schnitt  l^,  dann  gß-mal  den  Schnitt  Iß,  .  .  .,  wo  g„,  gß,  •  ■  ■ 
positive  oder  negative  ganze  Zahlen  bedeuten,  je  nachdem  die  Über- 
schreitung im  positiven  oder   negativen   Sinne   l^^j-mal   erfolgt,    so  ist 

(VI)  c„  =  <'.a>i'^.... 
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Man  sieht,  daß  auf  diese  Weise  die  Mehrdeutigkeit  der  Funktion  y  voll- 
kommen beherrscht  wird,  wenn  man  die  zu  den  einzelnen  Schleifen- 
wegen s^  gehörigen  Multiplikatoren   w.^  kennt. 

Die   quantitative   Bestimmung  dieser    co^  ist    im   Falle  der   Diffe- 
rentialgleichung vom  Fuchsschen  Typus  sofort  gegeben,  indem  nämlich 

CO,  =  e^'*''''  (,  =  1,2,.. .,  o) 

ist.  Ferner  kommt  es  hier,  d.  h.  für  die  eine  Differentialgleichung  (1), 
nur  darauf  an,  wie  oft  der  Weg  u  im  ganzen  die  Schnitte  Zj,  .  .  ..la 
überschritten  hat,  wobei  Überschreitungen  desselben  Schnitts  im  posi- 
tiven und  negativen  Sinne  sich  in  ihrer  Wirkung  aufheben,  weil  ja  in 
dem  Ausdruck  (VI)  der  Wert  des  Produktes  von  der  Reihenfolge  der 
Faktoren  unabhängig  ist.  Diese  hier  trivial  erscheinende  Bemerkung 
wird  später  Bedeutung  gewinnen,  wenn  wir  die  analogen  Betrach- 
tungen für  lineare  Differentialgleichungen  von  höherer  als  der  ersten 
Ordnung  oder  für  Systeme  von  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
durchführen  werden. 


35.    Systeme  von  zwei  linearen  Dilferentialgleichungen. 
Matrizenkalkül. 

Die  in  der  vorigen  Nummer  gegebenen  Entwicklungen  beziehen 
sich  auf  den  besonderen  Fall  der  Riccatischen  Differentialgleichung  (15) 
der  Nr.  15,  wo  ao  =  0,  ag  =  0  ist.  Im  allgemeinen  Falle  hatten  wir  ein 
System  von  zwei  linearen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  oder 
eine  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  als  der  Riccati- 
schen Differentialgleichung  gleichwertig  gefunden.  Wir  wollen  nun- 
melu  die  Theorie  der  Systeme  von  der  Form 

dy. 

dyo 

entwickeln  und  werden  dabei  schrittweise  die  Analogie  zu  verfolgen 
suchen  zu  den  in  der  Nr.  34  für  die  eine  Differentialgleichung  (1)  ge- 
fundenen Ergebnissen.  Die  einzelnen  Scluitte  sind  durch  die  mit  den 
römischen  Ziffern  (1)  bis  (VI)  bezeichneten  Gleichungen  angedeutet. 

Ein  Existenzbeweis  für  die  Integrale  des  Systems  ist  bisher  nur 
für  reelle  Werte  der  Veränderlichen  x  erbracht;  um  den  Beweis  füi*  das 
komplexe  Gebiet  bequem  auseinandersetzen  zu  können,  sollen  einige 
formale  Entwicklungen  vorausgeschickt  werden,  bei  denen  man  vorerst, 
wenn  von  Integralen  die  Rede  ist,  an  die  im  reellen  Gebiete  delinierten 
denken  mag. 


(A) 
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Es   seien   zwei    partikuläre    Lösungssysteme    von    (A)    «/j,,  ij^.,   und 
ijo],  y-io  durch  ihre  Anfangswerte  für  x  =  Xq  gegeben: 

,  yn  —  y\\  t  y\2  —  .V12  ? 

('/  (0)  (0) 

dann  bestehen  also  die  vier  Gleichungen 

( A  )  ^^   =  y.i  aik  +  yi2a.2k.  (,.  *  =  i. ?> 

Bedeuten  nun  yi,  y.^  das  allgemeine  Lösungssystem,  so  setzen  wir 

(5)  yi  =  c^yn  +  c^yzu  2/2  =  Ciyi2  +  032/22 

und  stellen  uns  die  Aufgabe,  die  Natur  der  Größen  Ci,'Cz  zu  erforschen. 
Die  Berechnung  der  Größen  Cj,  Cg  aus  den  Gleichungen  (5)  ist  sicher  mög- 
lich,  wenn   die   Determinante 

^^1^11  yi2  I 

:  2/21  ^22  I 

nicht  identisch  verschwindet.  Wir  nehmen  darum  an,  daß  die  Anfangs- 
werte (4)  so  gewählt  seien,  daß 

_  I  ?/ll  2/l2   I         p^ 

y>i  y^i  1 

sei.  Dann  ergeben  sich  die  c^,  c,  aus  (5)  als  differentiierbare  Funktionen 
von  X.  Wir  wollen  nun  die  Gleichungen  (5)  differentiieren  und  für  die 
Ableitungen  y'^i.  ihre  Werte  aus  (A'),  für  die  y',.  ihre  Werte  aus  (A)  ein- 
setzen;  dann  kommt 

y\aik  +  y^a-ik  =  c\{y\xa\k  -\-  yizau)  +  C2{y2iaik  +  y22aik)  +  c{yik  +  cky-ik 

(t  =  1.2) 

und  mit  Berücksichtigung  der  Gleichungen  (5) 

(6)  ciyih  +  ckyik  =  0.  (*=i,2) 

Da  aber  die  Determinante  J  nicht  identisch  verschwindet,  so  folgt  aus 
den  beiden  Gleichungen  (6),  cj  =  0,  4=0,  d.h.  die  c^,  c^  sind  Kon- 
stanten. Das  ist  in  gewissem  Sinne  das  Analogon  der  Gleichung  (I). 
Diese  Analogie  kann  aber  noch  sinnfälliger  gemacht  werden,  wenn 
man  neben  den  y^^.  ein  zweites  Paar  von  partikulären  Lösungen  Uji,  u-y.^ 
und  Jigii  ^22  betrachtet,  für  das  auch  die  Determinante 


£  = 


nicht  identisch   verschwindet.     Man  hat   dann   entsprechend    den   Glei- 
chungen (5)  die  Beziehungen 

( 7 )  Ulk  =  Cii  yik  +  Ci2  yik  (i,  * = i,  2) 

mit  konstanten  c,^.,  und  da  nach  dem  Multiplikationssatz  der  Determinanten 
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(8) 


2/11 2/12 

2/21  ?/22 


*^11  '^)2      __ 

Mg]   W22  I 

ist,  SO  hat  die  Determinante 

P \^\\  ^12 

'  '^'21  '^'22 
einen  von  Null  verschiedenen  Wert.     Man  kann  nun  nach  einem  in  den 
verschiedensten    Teilen    der    Mathematik    üblichen    Verfahren    die    vier 
Gleichungen  (7)  in    eine  symbolische  Form  zusammenfassen,  indem  man 
ein  System  von  vier  Grö(3en,  wie  z.  B.  y^^  (i,  k  ==  1,  2),  als  Größensymbol 

Vix  2/12 


2/21 2/22/ 

als  eine  sogenannte  Matrix  ^)  ansieht  und  für  diese  Matrizen  Rechnungs- 
regeln aufstellt.  Die  wichtigste  unter  diesen  Regeln  ist  die  Komposition 
oder  Multiplikation,   die  so  erklärt  wird,   daß   man 

U21W22/  W  '-22/  W2I  ^ 

setzt,  wenn  die  w,^  durch  die  Gleichungen  (7)  gegeben  sind.  Man  sagt 
dann,  U  sei  die  aus  C  und  Y  (in  dieser  Reihenfolge!)  komponierte  oder 
zusammengesetzte  Matrix,  oder  U  entstehe  aus  }'  durch  Linkskompo- 
sition mit  C  oder  aus  C  durch  Rechtskomposition  mit  }'.  Im  allgemeinen 
ist  CY  von  YC  verschieden;  die  Komposition  ist  im  allgemeinen  nicht 
kommutativ,  es  gilt  aber  allemal  (Gl.  (8)): 

\CY\  =  \YC\  =  \C\-\Y\. 
Wenn  insbesondere 

CY  =  YC 

ist,  so  heißen  C  und    >    vertauschbare    Matrizen. 

Definiert  man  die  Addition  zweier  Matrizen  durch  die  Gleichung 

«11  +   ^U      «']2  +   *12^  _  /^ö„  a,2\  /*„  &ii 

Ö21  +  ^21      «22  +  h^J  Vöoi  «aJ  V'21  *2 

so  ist  diese  Operation  ersichtlich  kommutativ;  ferner  gilt  das  distri- 
butive   Gesetz 

C{A  -h  B)  =  CA  +  CB 

und  für  Addition  und  Komposition  das  assoziative  Gesetz 

{A  +  B)-\-C  =  A  -h  {B  -}-C)  =  A  +  B  -\-C 
(AB)C  =  A{BC)  =  ABC. 

^j  Die  Matrix,  deren  Elemente  durch  kloine  Buchstaben  mit  Doppeiindex 
dargestellt  sind,  bezeichnen  wir  im  folgenden  stets  durch  den  entsprechenden 
großen  Buchstaben.  Dieser  große  Buchstabe  zwischen  vertikalen  Strichen  soll  den 
Wert  der  Determinante  der  Matrix  bedeuten,  also  z.  B.  \Y  =  J. 
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Die  Matrix 


\0V 


JieiÜt  Kinheitsinatrix,  wir  bezeichnen  sie  iml  /  iiinl  ihre  Elemente 
mit  öikii,  A-  =  1,  2),  so  daß  also  ö^  =  ö-y^  =  1,  ^jg  =  «^ai  =0  ist.  Jede 
Matrix  bleibt  ungeändert,  wenn  man  sie  von  rechts  oder  von  links  mit  / 
komponiert. 

Die  Kompositionsgleichungen  (7)  kann  Fnan,  da  \C\  —  f  von  Null 
verschieden  ist,  nach  den  y,*  auflösen  und  findet 

(7a)  l/ik  =  CiiU\k  +  Ci2U2k,  (i,k=  1,2) 

..„.        ,  f*2'>  '  '  ''12  /  ~     21  '  11 

(10)  Cn    =   |^-j,      Ci2=      1^1     ,      C2l=      1^1     ,      C22=|^|. 

Die  Matrix  6"  heißt  die  zu   6'  inverse  und  man  schreibt 

C21  C22/  \<^21  ^22/ 

offenbar  ist  dann  auch  C  die  inverse  Matrix  von  C  und  man  hat 

(11)  CC'==C'C  =  I 

Aus 

(9a  j  U  =  Cy 

folgt 

(12)  t/-i  =  y-if-i , 
denn  es  ist 

fjY-ic-i  =  CYY~-^C-^  =  CIC-^  =  CC-^  =  /. 

Sind  die  Elemente  y,^  der  Matrix  Y  differentiierbare  Funktionen  von  x^ 
so  schreiben  wir 

dx      dx     \       dY 
#21  dy%i  j       dx  ' 
dx      dx  I 

Mit  dieser   Bezeichnungs weise  kann   das   System   der   Gleichungen 
(A')  in  die  symbolische  Gleichung 

<-■)  1  -  '--^ 

zusammengefaßt  werden.  Da  1 7 1  =1^  0  ist,  können  wir  statt  dessen 
auch  schreiben 

(13)  '-4'  =  ^; 

wir  sehen,  daß  die  Koeffizienten  des  Differentialsystems  (A)  in  einfacher 
Weise  durch  die  Elemente  der  Matrix   }'  dargestellt  werden  können,  so 
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daß  also  durch  dio  Matrix  Y  der  gesamte  Inhalt  des  Differentialsystems 
(A)  erschöpft  wird.  Wir  nennen  Y  eine  Integralmatrix  dos  Differen- 
tialsystems (A)  oder  (A'). 

Es  treten  hier  zwei  wohl  zu  unterscheidende  Formen  des  Differential- 
systems (A)  auf.  Einmal  die  ursprüngliche  Form  (A),  für  die  die  allge- 
meine Lösung  i/i,  y^  in  der  Form  (5)  durch  die  Elemente  y,t  der  Inte- 
gralmatrix Y  dargestellt  wird.  Dann  aber  die  Form  (A'),  wo  die  Elemente 
einer  Integralmatrix  selbst  vorkommen.  Der  Übergang  von  der  Inte- 
gralmatrix Y  zu  der  Integralmatrix  U  wird  durch  die  Gleichung  (9)  oder 

(9)  U=CY 

vermittelt,  wo  C  eine  konstante  Matrix  mit  nicht  verschwindender 
Determinante  bedeutet.     Umgekehrt  stellt 

(14)  Z  =  l'Y 

stets  eine  Integralmatrix  von  (A)  dar,  wenn  F  irgendeine  konstante 
Matrix  mit  nicht  verschwindender  Determinante  bedeutet.  In  der  Tat 
ist  nach  den  Kompositionsgleichungen   (7) 

Zik  =  yayi  +  yi2.y>k, 
also 

dZ_     dr 

dx  ~      dx  "" 
folgUch  nach  (12) 

(15)         z-.f  =  y-./^.r''/-  =  y-4^'  =  4. 

dx  dx  dx 

Wie  zu  der  Form  (A)  die  allgemeine  Lösung  y^^y^  gehört,  so  gehört  also 
zu  der  Form  (A')  die  allgemeine  Integralmatrix  FY,  die  aus  einer 
partikulären  Integralmatrix  }'  durch  Linkskomposition  mit  einer  will- 
kürlichen konstanten  Matrix  F  von  nicht  verschwindender  Deter- 
minante hervorgeht.  Die  Gleichung  (14)  bildet  das  vollkommene  Ana- 
logon  zu  der  Gleichung  (I)  der  Nr.  34,  so  wie  die  Form  (A')  als  die 
direkte  Verallgemeinerung  der  Differentialgleichung  (1)  anzusehen  ist. 

Die  Matrix  Y~^   ,     entspricht  der  logarithmischen  Ableitung  y"^  j 

einer  Funktion,  wir  schreiben 

(16)  i--''i=ß''- 

und  lesen  dies  ,,derivierte  Matrix  von  Y";  dieses  Derivations- 
symbol ist  auf  jede  Matrix  differentiierbarer  Funktionen  ijjf.,  deren  Deter- 
minante nicht  verschwindet,  anwendbar.  Wir  können  das  System  (A') 
jetzt  in  der  Form 

(A)  D.Y^A 


15«).  Kxistenzbewoise  itn  reellen  und  komplexen  (Jebiet.  i;-^7 

3ciir<'iben,  in  der  es  der  Form 

d  log  y  _ 
dx 
der  DilTcrentiulglcichung  (1)  entspricht. 


36.    Existenzbeweise  im  reellen  und  komplexen  Gebiet. 

Die  ZwcckinäBigkf'it  der  in  der  vorigen  .Nuriniier  eingeführten 
Symbolik  wird  sich  sofort  kundgeben,  wenn  wir  nun  dazu  übergehen, 
die  Existenzbeweise  für  die  Lösungen  des  Systems  (A)  zu  liefern. 

Zunächst  wollen  wir  das  in  der  Nr.  5  für  Systeme  von  n  linearen 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  dargelegte  Cauchy-Lipschitz- 
sche  Verfahren  der  Matrizenauffassung  anzupassen  suchen.  Für  das 
Differentialsystem  (A),  wo  jetzt  die  a,^.  als  beschränkte  und  stetige  Funk- 
tionen vorausgesetzt  werden,  schreiben  wir  im  Punkte  x  =  Xq  zwei  Sy- 
steme von  Anfangs  werten,  also  eine  Anfangsmatrix 

mit  nicht  verschwindender  Determinante  vor.      Entsprechend   den  Glei- 
chungen (II)  der  Nr.  5  bekommen  wir  dann 


»/k" 

-y^ 

■{X, 

1=1, 

yf 

fl/tla^o), 

yf 

-!/!." 

^^= 

(%■ 

X  =  l, 

2 

a«(a;,), 

oder 

i/^^  =  E  yf  («u{i^-o)(^i  —  ^o)  +  ÖaO. 
\=\.,-i 

yf  =  E  ?/|l>  {au  {x,){x.,  -  x^)  +  duU 

1  =  1.2 


oder  endlich  in  Matrizenform 

y(i)  =  y(0)(A(Xo)(a:i-.i;o)+/), 
(17)  7(2)  =  Yi^){A{x^){x^-x{)^I). 


') 


^)  Multipliziert  man   alle  Elemente  cuk  der  Matrix  A  mit  einer  Größe  a;,    so 
kommt  das  auf  die  Komposition  von  A  mit  der  Matrix 

(X  0...0\ 
0  x  . . .  0  \ 
0  0...x' 
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In  dieser  Form  tritt  die  Analogie  mit  den  Gleichungen  (b),  die  in  der 
Nr.  4  für  die  eine  Differentialgleichung  (a)  aufgestellt  wurden,  klarer 
hervor  als  in  den  Gleichungen  (II)  der  Nr.  5. 

Man  kann  nun  mit  den  Gleichungen  (17)  ganz  ähnlich  verfahren, 
wie  in  der  Nr.  4  mit  den  Gleichungen  (b),  wenn  man  an  die  Stelle  der 
dort  angewandten  Multiplikation  die  Komposition  der  Matrizen  treten 
läßt.  Teilt  man  das  Intervall  {Xq  .  .  .  x)  durch  die  m  —  1  Teilpunkte 
Xq  <  Xi<  X2  <  •  •  •  <  Xfn  =  X,  so  daß  jedes  Teilintervall  kleiner  als 
£  ist,  so  folgt  aus  den  Gleichungen  (17) 

y(*)  =  Y^^--^)iA{Xk^i){x,  —  Xi-i)  +  /)  (fc  =  l,2....,m> 

durch  Komposition 

Yim)  =  y{0)    j]    {A{Xk-i){x,  —  Xi^i)  +  /), 

ft=l,2,...,  m 

WO  das  Zeichen  II  die  Komposition  der  Matrizen  und  zwar  in  der  am 
Fuße  angedeuteten   Reihenfolge  anzeigt.      In  der   Nr.  h  wurde  nachge- 
wiesen, daß  die  y^^^  sich  den  zu  den  Anfangswerten  ilf^  gehörigen  Lösungen 
2/ij.  des  Differentialsystems  (A)  als  Grenzwerten  nähern,  wenn  e  — >■  0  geht.  , 
Es  ist  also 

hin  yxz\  _  y  _  y(o)  lin,       II       (^ (a:i-i )(a:i  -  x^,-, )  +  7 ) , 
und  wenn  wir,  wie  in  der  Nr.  4,  wieder  das  Produktintegralzeichen 

(18)     i\Adx^-I)^\\TCi       n       {A{xic-i){Xk-~xt-i)'\-I) 

J  f— >-0  fc  =  l, -i, ..  .,m 

einführen,  so  können  wir  in  der  Form 

Y  =  Y(o)r{Adx-{-I) 

die  Integralmatrix  des  Systems  (A)  oder  (A')  darstellen,  die  für  x  =  Xq 
die  Anfangswerte   Y^^^  annimmt.     Die  Integralmatrix 

f(Adx+I) 

selbst  reduziert  sich  für  x  =  Xq  auf  die  Einheitsmatrix  1. 

heraus,  die  offenbar  mit  jeder  Matrix  vertauschbar  ist.  Man  deutet  diese  Multi- 
plikation deshalb  durch  die  einfache  Schreibweise  rA  oder  Ax  an  und  nennt  .r  im 
Gegensatz  zu  der  Matrix  A  eine  skalare  Größe.  In  diesem  Sinne  ist  im  Te.xte 
die  Schreibweise  >4(a;o)(Xi  —  Jo)  zu  verstehen,  wo  A(.vq)  lüe  Matrix  der  aikK-t^ 
bedeutet. 
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Die  Symbole  D^  und    |   stehen  einander  reziprok  gegenüber,  ebenso 

wie  (las  DifTer<M)iiaiions-  und  Integrationszeichen  der  gewöhnlichen  In- 
finitesiiiialreebnung.      Es  ist   offenbar 

DA\Adx-^l)  =  A, 

(19)  ">^ 

j\D,ydx  + 1)  =  y . 

Wir  haben  es  also  hier  n)it  einem  richtigen  Inlinitesinialkalkül  der  Ma- 
trizen zu  tun,  der  als  eine  Weiterbildung  des  in  der  Algebra  seit  langer 
Zeit  üblichen  algebraischen  Matrizenkalküls  anzusehen  ist.  tJbrigcns  ist 
sofort  zu  übersehen,  daß  unser  Kalkül  nicht  auf  Matrizen  von  vier  Ele- 
menten beschränkt  ist,  sondern  ohne  weiteres  auf  Matrizen  von  n^  Ele- 
menten ajt(i,  Ä:  =  1,  2,  •  •  •,  n)  übertragen  werden  kann.  Wir  beschränken 
uns  aber  vorerst  der  Deutlichkeit  halber  auf  n  —  2,  und  werden  später 
mit  wenigen  Worten  die  Verallgemeinerung  auf  ein  beliebiges  n  vor- 
nehmen. Wir  folgen  darin  dem  Begründer  dieses  Infinitesimalkalküls  der 
Matrizen,  Vito  Volterra  i),  der  freilich  einen  etwas  anderen  Ausgangs- 
punkt genommen  und  auch  im  einzelnen  andere  Methoden  angewandt 
hat.  2) 

Wir  wenden  uns  nunmehr   zujn   komplexen   Gebiete   und   setzen 
demgemäß  voraus,  daß  die  üjj.  in  einer  gewissen  Umgebung  von  x  =  Xq 

\x  —  Xq\  ^  r 
holomorph,  also  in  der  Form 

(20)  aa  =  «12^  +  a'^ix  —  x^)  +  ■  ■  -  (i.  k=i,  2) 

darstellbar  seien.  Nehmen  wir  für  die  Elemente  y^  der  durch  die  An- 
fangswerte y^^)  zu  bestimmenden  Integralmatrix  >'  die  Entwicklungen  an 

(21 )  vik  =  y'S  +  y^^ix  -  xo)  +  yt\^  -  H?  +  •  •  • , 

so  ergeben  sich  die  Koeffizienten  dieser  Entwicklungen  zunächst  formal 

*)  V.  Volterra,  Memoria  della  Societä  Italiana  delle  Scienze  cdetta  dei  XL), 
t.  VI    (1887)  und  XII  (1899). 

*)  Für  die  hier  gegebene  Darstellung  vgl.  Schlesinger,  Grelles  Journai 
128  (1906),  S.  263  und  Vorlesungen  über  lineare  Differentialgleichungen.  Leipzig 
1908.  Die  Definition  des  Produktintegrals  kann  auch  erfolgen,  wenn  man  die  Funk- 
tionen flj^  nicht  als  stetig,  sondern  nur  als  integrierbar  (im  Sinne  von  Riemann) 
voraussetzt.  Natürlich  befriedigen  die  so  definierten  Funktionen  y^^.  das  Differential- 
system (A)  nur  an  den  Stellen  x,  wo  alle  a,,.  stetig  sind. 
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durch  Einsetzen  in  die  Differentialgleichungen  (A').  In  Matrizenform 
haben  wir 

^1  =  -. 

A  =  A^^'  +  A^^Hx  —  Xq)  +  ••  • 
Y=  y^°'+  y(i)(:r-a;o)+  ■■■, 
also  eingesetzt: 

f  (r  +  l)Y^"'-'\x  -  x,y  =  (  f  Y^-'^{x  -  xj)  (  ZA^''\x  -  x,y)  ; 
y=0  \v=0  /  \>=o  / 

durch  Vergleichen  der  Koeffizienten  gleichhoher  Potenzen  von  {x  —  a;„) 
auf  beiden  Seiten  finden  wir  so  die  Rekursiönsformel 

(22)  (v  +  i)y(^+i)=  7(0) A(^)  +  ycDyK"-!)  H \-  ywA«».  (.=n,i,2,...) 

Um  nach  dem  calcul  des  limites  abschätzen  zu  können,  merken 
wir  den  folgenden  einfachen  Satz  über  Matrizen  von  vier  Elementen  an: 
Sind 

«21022/  VPaiPai/ 

zwei  Matrizen  und  hat  man  die  Ungleichungen 

\ai]c\<M,     \ßik\^N,  {i,ic^h-2) 

so  gilt  nach  der  Kompositionsformel 

^^  ^  fan  ßn  +  «12  ß-zi    a^i  ß^.^  +  «12  ßo^ 

\«21  ßn  +   «22  ß2l      «21  ßvi  +   «22  ß2-2 

für  jedes  Element  der  komponierten  Matrix  die  Ungleichung 

(>!=)  \aiißik  +  ai2ß-2k\<2MN. 

Ist  also  a^"^  eine  positive  Größe,  die  gleich  dem  Doppelten  des 
größten  unter  den  absoluten  Beträgen  der  a^j^-,  und  y'*^^  eine  positive 
Größe,  die  gleich   dem    größten  unter    den  absoluten  Beträgen    der  y\^^ 

ist,  so  ist  nach  (*) 

i/i)  =  2/(0)  aW 

keinesfalls  kleiner  als  der  größte  unter  den  absoluten  Beträgen  der  Ele- 
mente der  Matrix 

)■(!)  =  y(0)A(0) , 

und  wenn  wir  allgemein 

(23)  {v  +  l)2/(''+i)  =  y[0)a(^)  +  i/a)a(''-i)  + \-  «/("'a^')       ,.=i.-2,.   > 

setzen,  so  folgt  ebenso  aus  der  Rekursionsformel  (22),  daß  y^^'+^'i  nicht 
kleiner  ist,  als  der  größte  unter  den  absoluten  Beträgen  der  Elemente 
der  Matrix   y^^  +  i),  d.  h. 

(24)  y^^+'^^ly'il'-'^l.  (..i    1.-^) 

Nun  folgt  aus  den  einfachsten  Sätzen  über  Potenzreihen,  daß  die 
Reihe 
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a(0)  _^  a(^)(^x  —  Xo)  +  •  •  • 

sicher  in  dein  Kreise  \x  —  Xq\  <r  konvergiert,  wenn  die  Reihen  (20) 
für  \x  —  J-Q  I  1  /•  konvergent  sind.  Bilden  wir-  aber  die  Differential- 
gleichung 

2=^t)(a(")  +  a(')(a;-Xo)+  •  •  •), 

so  wird  diese  oHenbar  durch  die  Reihe 

i)  =  ij(o)  e^o  =  q(0)  +  q(i)(a;  —  x^^)  +  ^(2){x  -  x^^)^  +  •  •  • 

befriedigt;  diese  Reihe  konvergiert  folglich  für  \x  —  Xq\  <  r.  Nach 
dem  Prinzip  des  calcul  des  limites  gilt  also  zufolge  der  Ungleichungen 
(24)  dasselbe  für  die  Reihen  (21),  wodurch  der  Beweis  für  die  Intogral- 
existenz  des  Differentialsystems  (A)  erbracht  ist.  Zugleich  ist  gezeigt, 
daß  der  Konvergenzbereich  der  Integralreihen  (21)  sicher  bis  zu  dem  Xq 
am  nächsten  gelegenen  singulären  Punkte  der  Koeffizienten  a^^  reicht, 
d.  h.  daß  die  Lösungen  des  Differentialsystems  (A)  keine  anderen  singu- 
läi-en  Stellen  haben  können  als  die  Koeffizienten  Oj/,. 

Nach  der  in  der  Nr.  13  angegebenen  Methode  kann  nun  weiter 
geschlossen  werden,  daß  das  zu  Beginn  dieser  Nummer  im  reellen  Ge- 
biete auseinandergesetzte  Cauchy-Lipschitzsche  Verfahren  anwendbar 
bleibt,  wenn  man  es  auf  einem  von  Xq  ausgehenden  nach  x  hinführenden 
geraden  oder  krummlinigen  Wege  zur  Anwendung  bringt,  vorausgesetzt, 
daß  dieser  Weg  keine  der  singulären  Stellen  der  0^  passiert.  Auf  diese 
Weise  hat  man  die  Möglichkeit,  das  Produktintegral 


(25)  j'iAdx-^I) 


erstreckt  auf  einem  beliebigen  solchen  Wege  zu  definieren,  und  kann  nun 
mit  diesem  genau  so  operieren  wie  mit  dem  gewöhnlichen  Integral  im 
komplexen  Gebiet. 

Legt  man  von  den  singulären  Punkten  der  Cjj.  aus  Schnitte  l  nach 
dem  Unendlichen,  so  erhält  man  eine  Fläche  T,  innerhalb  deren  das 
Produktintegral  einen  vom  Wege  unabhängigen,  eindeutig  bestimmten 
Wert  besitzt.  Auf  die  Wertänderungen,  die  es  erfährt,  wenn  der  Inte- 
grationsweg die  Schnitte  /  überschreitet,  kommen  wir  gleich  nachher 
zurück. 

Wir  fügen  hier  noch  eine  Abschätzungsformel  für  die  Elemente  der 
durch  das  Produktintegral  gegebenen  Integralmatrix  hinzu,  die  als  das 
Analogon  des  Mittelwertsatzes  der  gewöhnlichen  Integral- 
rechnung  gelten   kann.      Aus    der    Fläche    T  sondern  wir  einen  abge- 
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schlossenen  Bereich  T  aus,  innerhalb  dessen  die  |  a^^  j  (t,  A;  =  1,  2)  be- 
schränkt sind.  Es  möge  dann  g{x)  die  Funktion  von  x  bedeuten,  die 
an  jeder  Stolle  von  T  gleich  dem  größten  der  vier  Werte  |  a,i(x)  |  ist. 
Diese  Funktion  ist  natürlich  nicht  monogen,  aber  sie  ist,  wie  die  |  fliila;}  | 
selbst,  längs  jeder  stetigen  Kurve  von  endlicher  Bogenlänge,  die  ganz 
innerhalb  T  vorläuft,  stetig  und  infolgedessen  integrierbar.  Aus  den 
Differentialgleichungen    (A')    folgt  dann 


(26) 


dyj^ 
dx 


g(^)(l?/ül  +  l?/iM)- 


{i  k=\,2) 


Nun  ist  für  eine  monogene  Funktion  j{x)  der  komplexen  Veränderlichen 
X  offenbar  stets 

\t{x)-j{x')\^\\m\-\f{x)\\. 

man  hat  also 

(27) 
dabei  ist 


dfix) 
dx 

^   d\f{x)\ 
—       dx 

j 

d\Kx)\     _j.^     |/(x)|- 

dx                 x'A-x                X  ■ 

-l/(^')l 

—  x' 

zu  nehmen,   wo  die  Annäherung  von  x'  an  x  in  einer  bestimmten,  von 
X  ausgehenden  Richtung  erfolgt. 

Aus  (26)  folgt  durch  Addition 

dyn 
dx 


+ 


^j^\^2g{x){\yi^\^\y,^\} 


also  mit  Rücksicht  auf  (27) 

Integriert  man  hier  auf  beiden  Seiten  auf  einem  innerhalb  T  zwischen 
Xq  und  X  verlaufenden  Wege  VV  mit  stetiger  Tangente,  so  ergibt  sich 

\yii\  +  \yi2\<e'o  "''  ''(!yi?|  +  |Ä|). 

wenn  y|j^  die  Anfangswerto  der  y^f.  in  x  =  Xq  bezeichnen.  Läßt  man  also 
insbesondere  y^^.  die  Elemente  des  auf  dem  Wege  W  erstreckten  Produkt- 
integrals (25)  bedeuten,  so  ist  yf^  =  6^,  also 

\yii\ -i-  \yi2\  <  e  ^0 
und  a  potior! 

-  f'' g(z)\  dx\ 

(28)  |yu-l^e-o 
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wo  (las  Integral    j    g{x)\dx\  auch  auf  dorn  Wege  W  7ai  (Tstrecken  ist.  Diese 
Formel  (28)  stellt  den  gedachten  Mittelwertsatz  dar  '). 


37.    Methode  der  sukzessiven  Approximationen.     Mehrdeutigkeit. 

Das  Produklintegral  oder,  was  dassolbo  ist,  das  Cauchy-Lip- 
schitzsche  Verfahren  gibt  uns  zwar  eine  Darstellung  der  Integralmatrix 
in  der  Fläche  T,  d.  h.  im  Holomorphiebereich  (z.  B.  im  Mittag-Leffler- 
schon  Stern)  der  Koeffizienten,  und  man  kann  von  dieser  Darstellung 
auch  zu  einer  Reihenentwicklung  übergehen.  Gleichwohl  wird  es  zweck- 
mäßig sein,  eine  andere,  äußerst  wichtige  Reihenentwicklung  anzugeben, 
die  im  ganzen  Holomorphiebereich  gültig  ist,  und  die  nach  der  soge- 
nanntenMethode  der  sukzessiven  Approximationenhergestellt  wird. 

Wir  bezeichnen  wieder  mit  Y  die  durch  das  Produktintegral  ge- 
gebene Integralmatrix  von  (A)  und  betrachten  die  Matrix  ihrer  Anfangs- 
werte /  selbst  als  erste  Annäherung  von  )'.  Man  bilde  nun  di(!  Folge 
weiterer  Näherungsmatrizen  U^^\  U^'^\  ...  in  folgender  Weise: 


dUi^) 

dx 
dUi^-) 


~dx     ='^'='^ 


(29)  dx-  =  '''''^^ 

dx 


dUi^) 


Wenn  wir  dann  die  aus  den  Elementen  |    a.pdx  gebildete  Matrix  kurz  durch 


/    aii-dxgehi 


f 


Adx  bezeichnen,  so  ergibt  sich   aus  der  Folge   der  Gleichungen    (29) 

durch  Integration  längs  eines  in  T  verlaufenden  Weges  W 

(/(i)  =  1"''  Adx, 

■To 

f/(2)=  f^UWAdx, 
(29  a)  .' 


C/(3)  =.  rm^)Adx, 


^)  Die  Formel   rührt  von  H.  Fuhr  her;   vgl.   Jahresbericht  der   D.  M.-V.  28 
(1919),  S,  168,  wo  sie  für  das  reelle  Gebiet  entwickelt  ist. 
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Wir  zeigen  nun,  daß  die  Reihe 

(30)  '         /  +  U(^)  +  t/(2»  +  •  •  •  in  inf. 

in  dem  ganzen  Bereich  T   (siehe  die  vorige   Nr.)  unbedingt   und  gleich- 
mäßig konvergiert  und  daselbst  die  Integralmatrix  }'  darstellt. 

Es  sei  innerhalb   T 

\aik\^  M  . 
Hat  unser  Integrationsweg  W  die  endliche  Länge  s,   so  ist  zunächst 

'  u^'k'   ^  Ms  . 
Durch  Anwendung  der  Formel  (*)  (S.  140)   auf  die  komponierte  Matrix 
U^'^'^A   ergibt  sich  dann  aus  der  zweiten  der  Gleichungen  (29  a) 

,2 


4?  '  ^  r2MsM \dx\<2M^~, 


dann   weiter    aus   der   dritten 


«!l'|g/ 


^M^~^M\dx\  ^  22jW3^, 


und    allgemein 

(31)  \uYt'\^T-'M 


iv)  i  ^  o"— 1  '  '"  ^"^ 


Die  Reihen  Z  u'-'j^,  wo  uf^)  =  (3,^  ist,  konvergieren  also  wie  eine  Exponen- 

tialreihe.  Verbindet  man  a^o  mit  den  Randpunkten  des  Bereichs  T  auf 
den  kürzesten  in  T  verlaufenden  Wegen,  so  bleiben  die  Längen  dieser 
Wege  unterhalb  einer  endlichen  Schranke  o.  Ersetzt  man  in  (31)  s  durch 
dieses  tr,  so  gelten  diese  Ungleichungen  a  potiori  für  jeden  im  Innern 
und  auf  dem  Rande  von  T  gelegenen  Punkt  .r.    Die  Reihen 

(32)  d,k  +  u!J'  +  u'-S  +  •  •  •  in  inf. 

konvergieren  also  in  der  Tat  unbedingt  und  gleichmäßig  innerhalb  des 
Bereiches  T;  sie  konvergieren  aber  auch,  wenn  der  Integrationsweg  über 
die  Begrenzung  von  T  hinausgeht,  vorausgesetzt,  daß  er  eine  endliche 
Länge  hat,  und  daß  die  a-^  auf  ihm  beschränkt  bleiben. 

Wij'  zeigen  nun,  daß  die  Reihen  (32)  das  Differentialsystem  (A  ) 
befriedigen.  Dazu  ist  vor  allem  nötig  nachzuweisen,  daß  sie  gliedweise 
differentiierbar  sind.     Es  ist 


dx        ^ 


also   zunächst  rein  formal 


(33)  2:^=  ZU^'-^'A. 
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(idtT  wenn  wir  die  letzte  Gleichung  fiir  difEleiiiento  der  Matrizen  schreiben, 

Ct^    rill      '  Oti 

(34)  r7*  =i;(u;.r'>au  +  uir'^«2.)- 

v=i  ax       ^=1 

Da  nun  die  Reihen  (32)  innerhalb  T  unbedingt  und  gleichmäßig  kon- 
vergieren, so  gilt  das  gleiche  von  den  auf  der  rechten  Seite  von  (34) 
siehenden,  und  somit  auch  für  die  aus  (32)  durch  gliedweise  Differen- 
tiation entstandenen  Reihen.  Die  Reihen  (34)  sind  also  gliedweise  inte- 
grierbar und  stellen  daher  die  Ableitungen  der  Reihen  (32)  dar.  Daß  die 
Reihen  (32)  das  Differentialsystem  befriedigen,  ergibt  sich  jetzt  sofort, 
wenn  wir  (33)  beachten;  man   hat   dann  nämlich 

00    z///'"'  CO  X  <x 

v  =  l     "^  i'  =  0  i/  =  l  y=--0 

wo  0  als  Matrizensymbol  eine  Matrix  bedeutet,  deren  sämtliche  Elemente 
verschwinden. 

Die  Reihenentwicklung  (32)  ist  auch  für  die  numerische  Rechnung 
gut  geeignet,  weil  sie  nach  Art  der  Exponentialreihe  konvergiert  und 
dadurch  leicht  eine  Abschätzung  des  Fehlers  gestattet,  den  man  begeht, 
wenn  man  nur  eine  gewisse  Anzahl  von  Gliedern  berücksichtigt.  Statt 
mit  den  Anfangswerten  öi^  kann  man  auch  mit  irgendwelchen  Funktionen 
als  ,, ersten  Näherungsw^erten"  beginnen. 

Besonders  wichtig  ist  eine  Folgerung,  die  sich  aus  der  EntW'icklung 
(32)  ergibt,  wenn  die  a^i.  von  einem  Parameter  /j,  abhängen. 
Wenn  z.  B.  die  a,-;^  ganze  rationale  Funktionen  des  Parameters  /u  sind, 
so  gilt  das  gleiche  auch  für  alle  ii^l).  Die  |  Ui^  \  bleiben,  wenn  fi  beschränkt 
ist,  unterhalb  einer  angebbai'en  endlichen  Schranke  M,  also  konvergieren 
die  Reihen  E  iil'^\  solange  /n  beschränkt  ist,  unbedingt  und  gleichmäßig 
und  können  daher  nach  Potenzen  von  //  geordnet  w^erden.  Die  durch 
diese  Reihen  dargestellten  Lösungen  des  Differentialsystems  (A)  sind  also 
ganze  transzendente  Funktionen  von  /u.  Dieser  Satz  stammt 
von  Poincare  ^). 

Die  Anwendung  der  Methode  der  sukzessiven  Approximationen  auf 
lineare  Differentialgleichungen  geht  auf  Caucliy  zurück  ^).  Später  haben 
Caque  (1864),  Fuchs  (1870),  Peano  (1888),  der  letztere  mit  Anwen- 
dung des  Matrizenkalküls,  die  Methode  weiter  entwickelt.  Für  beliebige 
nichtlineare  Differentialsysteme  hat  sich  besonders  Picard  ^)  sehi'  ein- 
gehend mit  dieser  Methode  beschäftigt. 

1)  Oeuvres  II.  S.  310:  vgl.  P.  Günther,  Grelles  Journal  107  (1889).  S.  312. 

'^)  Siehe  A.  Cauchy,  Lebens  etc.  red.  par  l"Abbe  M eigne,  II  (1844), 
S.  702,  wo  die  Methode  für  lineare  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  aus- 
einandergesetzt wird. 

3)  Vgl.  E.  Picard,  Traite  d'Analyse  II  (1905),  S.  340,  351. 

Schlesinger,  Dilforentialgleichungeu.  10 
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38.    Wertänderungen  der  Integralmatrix  bei  Umläufen. 
Kanouische  Integralmatrix. 

Wir  nehmen  nunmehr  die  Frage  auf,  wie  sich  die  Werte  der  Elemente 
fjik  unserer  Integralmatrix  ändern,  wenn  x  einen  Weg  W  beschreibt,  der 
die  von  den  singulären  Punkten  der  a,/;  nach  dem  Unendlichen  gelegten 
Querschnitte  /  überschreitet.  Die  a^.  seien  allenthalben  eindeutige 
Funktionen,  dann  genügen  auch  die  aus  den  y^^c  durch  Fortsetzung 
längs  W  entstehenden  Funktionen  y^.  dem  Differentialsystem  (A)  bzw. 
(A').  Man  hat  folglich,  wenn  der  Weg  W  ein  geschlossener  ist,  nach 
Gl.   (7)  der  Nr.  35 

yik  =  Ciiyn  +  City-ik  , 

wo  die  Cn;  Konstanten  bedeuten,  oder  in  Matrizen  form 

(35)  Y  =  CY. 

Man  kann  jetzt  zwar  direkt  schließen,  daß  die  Determinante  der  y^j. 
nicht  identisch  verschwinden  kann,  und  daß  folglich  die  Determinante 
der  Cjj.  von  Null  verschieden  sein  muß.  Es  ist  aber  nützlich 
dies  durch  eine  Formel,  die  auch  sonst  von  Wichtigkeit  ist,  zur  unmittel- 
baren Anschauung  zu  bringen. 

Betrachten  wir  nämlich  die  Determinante  ]  Y  j  der  Integralmatrix 
y,  die  sich  für  x  =  Xq  auf  die  Anfangsmatrix    Y^^^  reduziert,  so  ist 

<^^       i  2/21 2/22 1      2/21 2/22 1 

also  mit  Rücksicht  auf  die  Differentialgleichungen  (A') 

d_\IA 
dx 


Vn  «11   +  2/12   «21      ?/l2        ,     !  yn     2/11    ö]2  +  2/12   022      ^  - 

2/21  an  +  2/22  021    2/22  i        ^21    2/21  «12  +  ^22  öoo  ^^ 


woraus  sich 

(36)  I  >'  I  =  I  ^^"^  I  e""" 

ergibt,  wo  das  Integral  von  Xq  bis  x  auf  einem  innerhalb  der  Fläche  T 
verlaufenden  Wege  zu  erstrecken  ist.  Wir  sehen  aus  dieser  von  Jacobi 
herrührenden  Formel,  daß  die  Determinante  |  )' |  einer  Inte- 
gralmatrix nur  in  singulären  Punkten  der  fli,.  Ö22  verschwin- 
den  kann. 

Lassen  wir  nun  in  der  Gleichung  (36)  x  den  geschlossenen  Weg  U 
beschreiben,   so  erhalten  wir 

J  ^{»n  +  a-y^^Jc    wj     ia„  +  (i.j.j)(ix 

(37)  I  ^'  I  =  I  >''^"^  \e''  e    ' 
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wo  W  \  -las  über  den  Weg  W  erstreckte  Integral  bedeuttit.  Diese  Glei- 
chung läßt  sich  aber  wegen   (.36)  auch  so  schreiben: 

VT /"*  («11 +"■»)''•' 

(38)  I  y|  =  I  y  1  e  '' 

lind  da  nach  (35)   P'  |  =  1  t'  II  ^  I  ^^^^   ^^  ergibt  sicli 

W'/'-*(''ll+<'.2)'^ 

(39)  \C\=e-  ; 

damit  ist  in  Evidenz  gesetzt,  daß  die  Determinante  der  Matrix  C  von 
Null  verschieden  ist.     Wir  haben  also  den  Satz: 

Eine  Integralmatrix  wird,  wenn  x  einen  geschlossenen 
Weg  beschreibt,  von  links  her  mit  einer  konstanten  Matrix 
nicht    verschwindender    Determinante    komponiert. 

Statt  dessen  sagt  man  von  der  Gleichung  (35)  auch  kürzer,  }'  habe 
die  Substitution  C  erfahren,  oder  Y  gehe  aus  Y  durch  Anwendung 
der   Substitution  C  hervor. 

Ehe  wir  weitergehen,  knüpfen  wir  an  die  Gleichung  (36)  noch  die 
folgende  Bemerkung.  Aus  der  Darstellung  der  Koeffizientenmatrix  durch 
eine  Integralmatrix,  wie  sie  durch  (A')  unmittelbar  in  der  Form 

dY 
dx 


(40)  ^1  =  D^Y  =  F-i 


gegeben  wird,  folgt,  daß  für  diejenigen  "Punkte,  wo  die  i/jj.  holomorph 
sind  und  die  Determinante  |  Y  \  nicht  verschwindet,  auch  die  Koeffi- 
zienten Uj^.  holomorph  sein  müssen.  Dagegen  wird  ein  Punkt  x  ~  a,  in 
dessen  Umgebung  die  2/,;j.  holomorph  sind,  in  dem  aber  [  7  |  =  0  ist, 
notwendig  ein  singulärer  Punkt  der  Koeffizienten  ajj.  sein. 
In  der  Umgebung  einer  solchen  Stelle  ist  |  Y  \  jedenfalls  holomorph,  also 
von  der  Form 

1  Y\  =  ö,{x  —  ay  +  d,+i{x  —  ay+^  +  •  •  •,  <''v=*^o) 

wo  V  ^  1  ist.  Die  Darstellung  (40)  zeigt  dann,  daß  die  a^^.  in  a:  =  a  einen 
Pol  haben;  wir  haben  es  hier,  nach  der  in  der  Nr.  13  (S.  49)  eingeführten 
Bezeichnung,  mit  einem  außerwesentlich  singulären  Punkte  der  Diffe- 
rentialgleichung (A)  zu  tun. 

Wir  kehren  nunmehr  zu  der  Gleichung  (35)  zurück,  die  die  Wert- 
änderung einer  Integralmatrix  kennen  lehrt,  die  dem  geschlossenen  Weg 
oder  Umlauf  W  entspricht.  Für  eine  lineare  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  multipliziert  sich  jedes  Integral  y  bei  einem  solchen  Umlauf 
mit  einer  und  derselben  bestimmten  Konstanten,  die  also  für  diesen 
Umlauf  charakteristisch  ist.  Hier  tritt  an  die  Stelle  der  Multiplikation 
mit  einer  Konstanten  die  Linkskomposition  mit  einer  konstanten  Matrix; 

10* 
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wir  fragen:  Wie  ändert   sich  diese  konstante  Matrix,  wenn  wir  statt    Y 
eine  andere  Integralmatrix  Z  zugrunde  legen  ? 
Es  besteht  die  Beziehung  (Gl.  (9)  Nr.  35) 

(41)  Z  =  FY,     Y  =  r-'Z  . 

wo    r    eine  konstante  Matrix  mit  nicht   verschwindender  Determinante 
bedeutet.     Wenn  also  Z  durch  den  Umlauf  W  in  Z  übergeht,  so  ist 
Z  =  TY  =  TCY  =  rCT-'Z ; 

d.  h.  die  konstante  Matrix,  mit  der  Z  durch  den  Umlauf  W  komponiert 
wild,  ist 

(42)  D  =  rCf   K 

Wir  sagen  von  dieser  Matrix,  sie  sei  mit  C  ähnlich  und  sie  gehe  aus  C 
durch  Transformation  mit  F  hervor.  Wir  haben  also  hier  nicht 
eine  für  den  Umlauf  W  charakteristische  Matrix,  sondern  die  Gesamt- 
heit aller  zu  C  ähnlichen  Matrizen  (42),  wo  F  oine  will- 
kürliche, konstante  Matrix  mit  nicht  verschwindender 
Determinante  bedeutet,  ist  hier  das  für  W  Charakteristische.  Dabei' 
ist  klar,  daß  die  Gesamtheit  (42)  in  keiner  Weise  von  der  zufälligen  Wahl 
der  Integralmatrix  }"  und  damit  der  Matrix  C  abhängt,  daß  vielmehr, 
wenn  C  irgendeine  Matrix  von  der  Form  (42)  bedeutet,  diese  Gesamtheit 
auch  in  der  Form  FC  F~^  geschrieben  werden  kann,  wo  F  wieder  eine 
willkürliche,  konstante  Matrix  mit  nicht  verschvsindender  Determinante 
ist.  Es  entsteht  so  die  Frage  nach  dem,  was  für  die  Zugehörigkeit  einer 
Matrix  zu  der  Gesamtheit  (42)  charakteristisch  ist,  d.  h.  nach  den  cha- 
rakteristischen Invarianten  eines  Systems  ähnlicher  Matrizen. 
Diese  Invarianten  werden  für  den  Weg  W  selbst  charakteristisch  sein, 
während  die  einzelne  Matrix  von  der  zufälligen  Wahl  der  Ausgangs- 
matrix  }'  abhängt. 

Die  hier  aufgeworfene  Frage  erweist  sich  für  unsere  ganze  Theorie 
von  fundamentaler  Bedeutung.  Wir  werden  zu  ihrer  Beantwortung 
kommen,  wenn  wir  uns  bemühen,  aus  der  Gesamtheit  der  ähnlichen 
Matrizen  (42)  die  in  gev^dssem  Sinne  einfachste  auszuwählen;  d.  h.  mit 
anderen  Worten,  wir  wollen  eine  Integralmatrix  auswählen,  deren  Wert- 
änderung bei  dem  Umlauf  W  sich  in  möglichst  einfacher  Form  darstellt. 

Da  liegt  es  nahe  zu  versuchen,  ob  es  nicht  Lösungen  des  Differen- 
tialsystems (A)  gibt,  die  sich  bei  dem  Umlauf  W  so  verhalten,  wie  die 
Lösung  einer  linearen  Differentialgleichung  erster  Ordnung,  d.  h.  Lö- 
sungen, die  sich  bei  dem  Umlauf  W  mit  konstanten  Faktoren  multipli- 
zieren.    Es  soll  also  versucht  werden,  das  Lösungssystem 

^/2  =  Pl  2/12+   P2  2/22. 
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wo   pi,  p.,  zu   bnstinuiM'ndo    Konslanton   bodeutpn,    so   finziirif^liton.    daß 

wird,  wo   (X)  eine   Konstante  ist. 

Setzen  wir  in  (44)  für  die  y^^.  ilirc  sicli  aus  der  Gleichung  (35)  er- 
gebenden Werte 

yik  =  cuyik  +  Ci2y2k 
und  für  tji,  rj2  ihre  Ausdrücke  (43)  ein,  so  werden  die  Gleichungen  (44) 
erfüllt,  wenn 

^45.  Pi  Cii  +  Pa  t'zi  =  wPi, 

Pl^l2  +  P2C22  =  Ö>P2 
ist.    Süllen  also  die  p^.  p^  nicht  beide  verschwinden,  was  selbstverständlich 
gefordert  werden  muß,   so  muß  in  den  beiden  linearen  homogenen  Glei- 
chungen (45)  die  Determinante  der  Koeffizienten 

(46)  1'"-^        '^^=.0 

I  ^12  ''22  '^'^     i 

sein.  Diese  Gleichung  zweiten  Grades  für  co  heißt  die  charakteristische 
Gleichung  oder  Fundamentalgleichung  der  Matrix  C.  Sie  hat 
jedenfalls  von  Null  verschiedene  Wurzeln,  da  j  C  |  t^  0  ist.  Ist  coi  eine 
Wurzel,  so  besitzt  das  Gleichungssystem  (45)  für  oj  =  co^  Lösungen 

Pi  =  Pii  •     P2  =  P12 1 
die  nicht  beide  verschwinden,  und  die  nur  abgesehen  von  einem  gemein- 
samen Proportionalitätsfaktor  bestimmt  sind.     Diese  Lösungen,  in  (43) 
eingesetzt,  geben  ein  Lösungssystem 

,47  s  nii  =  Puyn -\-p  12  y 21- 

^12  =  Pu  ?/l2  +Pl2?/22 

von  (A),  das  sich  beim  Umlauf  W  tatsächlich  nur  mit  dem  konstanten 
Faktor  (0^  multipliziert.  —  Hat  die  Fundamentalgleichung  (46)  zwei 
verschiedene  Wurzeln  a>i,  co^^  so  finden  wir  der  anderen  Wurzel  co^  ent- 
sprechend ein  zweites  Lösungssystem 

/^gv  ^21  =  P21?/ll  +  P22?/21■ 

»y22=  P21?/l2+  P22^22 

von  (A),  das  sich  bei  dem  Umlauf  W  mit  co^  multipliziert.  Die  rjit  bilden 
eine  Integralmatrix,  denn  es  ist 

1  »?ii»7i2:  ^    P11P12    i?/nyi2 

i  ^21 2/22  P21  P22      2/21 2/22 

und  die  Determinante  j  /*  j  ist  von  Null  verschieden,  da  die  Verhältnisse 
Pii  '■  P12  und  P21 :  P22  nicht  einander  gleich  sein  können,  wenn  coi  4^  co.y 
ist.  Ehe  wir  den  Fall  erörtern,  wo  die  Fundamentalgleichung  (46)  zwei 
gleiche  Wurzeln  hat,  zeigen  wir,  daß  diese  Gleichung  insofern  nicht  von 
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der  Wahl  der  Matrix  C  abhängt,  als  sie  für  alle  ähnlichen  Matrizen  (42) 
dieselbe  ist. 

In  der  Tat  ist  die  linke  Seite  von  (46)  die  Determinante  der  Matrix 
C  —  lo).  Bilden  wir  nun  aus  D  die  analoge  Matrix  D  —  /w,  so  ist  nach  (42) 

d  —  Im  =  rcT-^  —  Im  =  rcr-i  —  iVoi)  r-'  =  nc  —  /w)  r-i; 

wir  haben  also 

\i)  —  io>\  =  \T\  \c~-io)\  I  r-i  I  =  I  C  —  /w  I  , 

d.  h.  für  ähnliche  Matrizen  stimmen  nicht  nur  die  Funda- 
mentalgleichungen, sondern  sogar  die  linken  Seiten  dieser 
Gleichungen  überein.  Damit  haben  wir  also  in  der  Tat  Invarianten 
für  das  System  aller  ähnlichen  Matrizen  gefunden,  nämlich  die  Koeffi- 
zienten der  Fundamentalgleichung.  Es  fragt  sich  nun  noch,  ob  diese 
auch  charakteristisch  sind,  d.  h.  ob  zwei  Matrizen,  für  die  diese  In- 
varianten übereinstimmen,  auch  stets  ähnlich  sind. 

In   dem    Falle,  wo  tOj  =j    cug  ist,   hat  die  Integralmatrix 

(''l^^'^A  =  H  =  PY 
die  Eigenschaft,   daß 

ist.    Wir  haben  also  in  diesem  Falle  (vgl.  (41)  und  (42)) 

0    (üj 
oder 

^  =  ^-'(o\l 

Gehen  wir  statt  von  1'  von  der  Integralmatrix  Z  aus,  so  ist 

H  =  py  =  PT-^Z  , 
also 

Es  lassen  sich  also  alle  mit  einander  ähnlichen  Matrizen  (42)  durch  Trans- 
formation in  die  Form 

coi  0 


<^9)  >  0  », 

überführen;  wir  bezeichnen  für  den  Fall  verschiedener  Wurzeln  der  Funda- 
mentalgleichung (49)  als  die  kanonische  Form  dieses  Systems  ähnlicher 
Matrizen. 

Weiß  man  umgekehrt  von  einer  Matrix  Z).  daß  sie  durch  Trans- 
formation in  die  kanonische  Form  (49)  übergeführt  worden  kann.  d.  h. 
daß  eine  Matrix   Q  existiert,  so  daß 


:5S.  \Vertän(l('riin}2;('M  der  Intcgralmatrix  bei   Uniläuf(!n.  If)] 

ist,   so  lial    iii;m 

/)=(>!  PCJ>-^  Q  , 

fl.  h.  D  gellt  aus  C  durch  Transformation  mit  der  Matrix  Q~^ f^  horvor, 
ist  also  mit  C  ähnlich.  Die  kanonische  Form  liefert  also  in  der  Tat  — 
zunächst  in  dem  Falle  Wj  |  rog  —  auch  die  charakteristischen  Invari- 
anten des  Systems  ähnlicher  Matrizen. 

Wenn  nun  fOj  =  tOg  ist,  d.h.  wenn  die  Fundamentalgleichung 
(46)  eine  doppelte  Wurzel  hat,  so  haben  wir  zu  dieser  gehörig  das  in  (47) 
dargestellte  Lösungssystem  r/n,  >?]2  '^on  (A),  das  sich  beim  Umlauf  W 
mit  cüi  multipliziert.  Um  dieses  zu  einer  Integralmatrix  zu  ergänzen, 
nehmen  wir  zwei  beUebige  Konstanten  pgi,  P22  von  der  Art,  daß  sie  mit 
den  durch  die  Gleichungen  (45)  für  co  =  w^  bestimmten  /)„,  Pi2  eine 
von   Null  verschiedene  Determinante 

PnP22  — P12P21  i   0 
bilden.     Setzen  w^ir  dann 

r]2k  =  P212/U  +   P222/2Jt,  (*=1,2) 

so  wird   die   Integralmatrix 


.»?21»?22 

beim  Umlauf  W  mit  einer  konstanten  Matrix  von  der  Form 

CO,  OV 

y  ^) 

komponiert,  deren  Fundamentalgleichung 

(ö)i  — co)(ö  — w)  =  0 
mit  (46)  übereinstimmen,  also  die  doppelte  Wurzel  co^  haben  muß.    Es  ist 
folglich  ö  =  (Ol,  während  y  noch  unbestimmt  bleibt.     Die  Matrix  H  ver- 
wandelt sich  also  durch  den  Umlauf  W  in 

•  \y  (^J 

und  wir  liaben  noch  zwei  Fälle  zu  unterscheiden,   je  nachdem 

a)  7  rf  0,  b)  y=  0  ist. 

Im  ersten  Falle  y  ^j^  0  kann  diese  Größe  y  vermöge  der  bei  der 
Auswahl  von  p^i,  P22  noch  vorhandenen  Willkür  jeden  beliebigen  von 
Null  verschiedenen  Wert  erhalten,  wir  können  es  z.  B.  stets  so  einrichten, 
daß  y  =  l  wird.     Wir  bezeichnen  dann 

{71 

als  die  kanonische  Form  des  Systems  ähnlicher  Matrizen  (42). 
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Im  zweiten  Fall  ^=0  hat  auch  das  Lösungssysterii  rj2v  V22 
die  Eigenschaft,  sich  beim  Umlauf  W  mit  der  Konstanten  cü^  zu  multi- 
plizieren, die  P21,  P22  müssen  also  denselben  Gleichungen  (45) 

,^^^  V  Pi^n  +  P2C21  ^  Wi/?„ 

'^  P1C12+   P2C22   ^  C«l/'2 

genügen,  wie  die  p^^,  p^^-  Nun  sollte  aber  die  Determinante  \  P  \  -\  0 
sein;  die  Verhältnisse  Pn'.  P12  und  P2i'- P22  dürfen  also  nicht  überein- 
stimmen. Das  ist  nur  möglich,  wenn  die  Gleichungen  (45i)  sich  auf  Iden- 
titäten reduzieren,  d.  h.  wenn  alle  ihre  Koeffizienten  gleich  Null  sind. 
In  diesem  Falle  ist  also 

C-yi  =    OJj,      C22  =    COi  ^      C-J2  ==  C21  =  U  , 

so  daß  sich  also  jede  Integralmatrix  Y  beim  Umlauf  W  mit  der  Matrix 

<^^'  [71 

komponiert. 

Zusanmienfassend  können  wir  also  sagen:  Die  Matrix  C  kann  durch 
Transformation  stets  in  eine  der  drei  kanonischen  Formen  (49),  (50), 
(51)  übergeführt  werden.  Die  erste  Form  entspricht  dem  Falle,  wo  die 
Fundamentalgleichung  \C — Icjo\—0  zwei  verschiedene  Wurzeln  hat, 
die  zweite  dem,  wo  diese  Gleichung  eine  doppelte  Wurzel  co^  hat.  ohne 
daß  alle  vier  Elemente  der  Determinante  ]  C  —  /coi  j  verschwinden,  die 
dritte  dem,  wo  das  letztere  eintritt.  Alle  ähnlichen  Matrizen  haben  die- 
selbe kanonische  Form  und  offenbar  sind  —  wie  im  Falle  cüj  -t-  co^,  so 
auch  allgemein  —  zwei  Matrizen,  die  dieselbe  kanonische  Form  haben, 
auch  stets  ähnlißh. 

In  dieser  rein  algebraischen  Form  bildet  der  ausgesprochene  Satz, 
wie  wir  sehen  werden,  das  algebraische  Gerippe  der  ganzen  analytischen 
Theorie  des  Differentialsystems  (A).  Auf  unser  Ausgangsproblem,  das 
Verhalten  der  Integralmatrix  Y  beim  Umlauf  W,  übertragen,  haben  wir 
das  Ergebnis: 

Zu  einem  Umlauf  W  gehört  eine  ganz  bestimmte  Fundamental- 
gleichung (46)  und  eine  Integralmatrix  H,  deren  Wertänderung  bei 
diesem  Umlauf  ein  besonders  einfaches  Verhalten  zeigt.  Wir  nennen  H 
die  zu   W  gehörige  kanonische    Integralmatrix. 
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Wir  wenden   uns   nun  zur   Betrachtung  des  besonderen   Falles,   wo 
der  Umlauf  W  einen  einzigen  singulären  Punkt  x  =  a  im  positiven  Sinne 
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umkreist,  in  dessen  Umgebung  die  a,^  fitiiJeutig,  also  in  diT  l'ürm 
Laurentscher   Reihen 

V= CD 

entwickelbar  sind.  Die  Integralmatrix  Y  verwandelt  sich  dann  durch 
(li'n  Umlauf  in 

Y  =  CY  . 

Wir  werden  nun  nach  Analogie  der  bei  einer  linearen  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  in  der  Nr.  34  angestellten  Überlegungen  fragen,  ob  wir 
eine  Matrix  9)  leicht  angebbarer  Funktionen  tj^j;  finden  können,  die  bei 
dem  Umlauf  W  in 

übergeht?  Wir  wollen  mit  einer  in  der  Algebra  der  linearen  Transforma- 
tionen üblichen  Bezeichnung  von  zwei  Matrizen,  die,  wie  hier  }'  und  ?), 
bei  einem  Umlauf  W  mit  derselben  konstanten  Matrix  komponiert  werden, 
sagen,  sie  seien  in  bezug  auf  den  Umlauf  W  kogredient. 

In  der  Nr.  34  lieferte  die  Cauchysche  Differentialgleichung  (III) 
die  gesuchte  Funktion  t).  Wir  versuchen  dementsprechend  auch  hier 
ein  Cauchysches  Differentialsystem  zu  bilden,  d.  h.  ein  Differential- 
system 

wo  die  r,]f  Konstanten  bedeuten,  und  fragen,  ob  sich  diese  r^i  so  be- 
stimmen lassen,  daß  eine  Integralmatrix  '5)  von  (B)  mit  unserer  Inte- 
gralmatrix Y  in  bezug  auf  W  kogredient  sei? 

Was  zunächst  die  Integration  des  Systems  (ß)  anlangt,  so  be- 
merken wir,  daß  durch  Einführung  von 

t  =  \og{x  —  a) 
als  neuer  unabhängiger  Veränderlicher,    (B)  in  das  System   mit    kon- 
stanten   Koeffizienten 

(G)  —"  =  r)iru  +  iVir-zk  *=i.2) 

übergeht.      Die  eine  Differentialgleichung  mit    konstanten   Koeffizienten 

dvi 

wird  durch  t)  =  const.  e^  gelöst.  Man  kann  nun  ganz  analog  zu  der  all- 
gemeinen Lösung  des  Systems  (C)  gelangen,  wenn  man  in  naheliegender 
Verallgemeinerung  eine  Exponentialfunktion  der  Matrix  R  bildet. 
Was  man  unter  einer  positiven  ganzzahligen  Potenz  einer  Matrix  R 
zu  verstehen  hat,  liegt  auf  der  Hand ;  es  ist 
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,R^  =  R    R  ,    /?3  =  R-R  =  RR^ ,   usw. 
Danach   kann   rnan  ganze  rationale   Funktionen   einer   Matrix   mit   ska- 
laren,  d.h.  Zahlkoeffizienten  herstellen,  z.  B. 

«0  +  a^R  +  a.,R^  , 
wo  die  «0,  Oj,  Og  reelle  oder  komplexe  Größen  bedeuten.    Man  kann  aber 
auch  weitergehen  und  unendliche  Potenzreihen  einer  Matrix  untersuchen  ^). 
Hat  man  eine  Potenzreihe 

(52)  oo  +  a^t  -f  aoj^  +  •  •  • , 

die  für  \t\<Q  konvergiert,  so  kann  man  für  t  die  Matrix  R  einsetzen 
und  fragen,  wann  die  Elemente  der  Matrix 

(53)  Go  +  a^R  -f  a^R^  +  ■■■ 

konvergent  sein  werden?  Denkt  man  sich  R  in  die  kanonische  Form 
transformiert: 

wo  y  nur  dann  von  Null  verschieden  sein  kann,  wenn  r^  =  r.j  ist.  so  ist 
offenbar  für  jedes  positive  ganzzahlige  v 

n^^pr^^yp~-^  =  pf/^    ,    ^     ^,]p-^ 
und  man  kann  folglich  die  Matrix  (53)  in  der  Form 

schreiben.  Da  die  derivierte  Reihe  a^  +  '^^zi  +  ^a^t^  +  •  •  •  von  (52) 
ebenfalls  für  |  i  j  <  ß  konvergiert,  so  ist  also  für  die  Konvergenz  der 
Matrix  (53)  notw^endig  und  hinreichend,  daß  die  Wurzeln  r^,  r.y  der 
zu  R  gehörigen  Fundamentalgleichung  dem  Konvergenzkreise 
der    Reihe    (52)   angehören. 

Nimmt  man  für   (52)  die  beständig   konvergente  Exponentialreihe, 
so  erhält  man  die  Exponentialfunktion   der    Matrix  R 


(34)  e«  =  /+  _+_+  ..., 

die  demnach  für  jede  Matrix  R  konvergiert.  Bedeuten  R.  S  zwei  ver- 
tauschbare Matrizen,  so  daß  also  RS  =  SR  ist,  dann  ist  auch  jede 
Potenz  von  R  mit  jeder  Potenz  von  S  und  folglich  auch  e^  mit  e^  ver- 
tauschbar; man  findet  also  durch  Kon)position: 

^)  Es  kommt  das  auf  dasselbe  hinaus,  wie  wenn  man  Potenzreihen  von 
höheren  komplexen  Größen,  die  aus  mehreren  Haupteinheiten  gebildet  sind,  be- 
trachtet. In  dieser  F'orm  hat  Ed.  Weyr  im  Bulletin  des  Sciences  Mathem.  (2) 
XI  (1887),  S.  205  das  Problem  behandelt  und  das  im  folgenden  wiedergegebene 
Konvergenzkriterium  aufgestellt. 
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Diese  Gleichung  gilt  insbesondere,  wenn  S  eine  skalare  Größe,  z.  B.  eine 
Funktion  f{t)  ist.     Ferner  gelten  für  (5^i)  die  Gleichungen 

(55)  e~"={e^)~\ 

(56)  eQ/i(?-i  =  Qe^Q-^  , 
deren  Beweis  auf  der  Hand    li<'<);t. 

Wir  hildou  nun  füi'  fine  z.  B.  als  monogen  vorauszusetzende  Funk- 
tion /(/) 

^^(e/'/(0)  =  H  •/'(/)  -em) 

und  weiter 

Dtei^m  =  e-«/(«/?/'(Oe«/"'  , 
was  aber  wegen  der  Vertauschbarkeit  von  R  mit  e^^^'^ 

D,em)  =  Rf'{t) 
ergibt.    Also  ist  e^^^'^  eine  Integi*alniatrix  des  Differentialsystems 

^^     =  (l)lA-U  +  1)2 '••20/(0  • 

Für  f{t)  =  t  erhalten  wir  eine  Integralmatrix 

(57)  ?)  =  e«< 

des  Systems  (C),  und  zwar  reduziert  sich  diese  Integralmatrix  für  t  —0 
auf  die  Einheitsmatrix  /.  Die  allgemeinste  Integralmatrix  von  (C)  hat 
also  die  Form 

PeR( , 
wo  P  eine  willkürliche  konstante  Matrix  mit  nicht  verschwindender  Deter- 
minante bedeutet. 

Für  das  Cauchysche  System  (B)  haben  Mir  demgemäß  die  Inte- 
gralmatrix 

(58)  fj  =  efilog(x-a)  ^ 

die  wir  nach  Analogie  der  ,,skalaren"  Formel  {x  —  a)*"  =  e''i°?<^~«)  auch 
in  der  bequemeren  Gestalt 

(58a)  s})  =  (a-  —  a)R 

schreiben  können.  Wenn  x  den  geschlossenen  Umlauf  W  vollzieht,  der  den 
Punkt  a  im  positiven  Sinne  umkreist,  so  verwandelt  sich  f)  in 

^  =  gfi(log(a--a)+27i'  ^  g/fSii^  _ 

Wir  fragen  nunmelir,  ob  sich  die  Matrix  R  stets  so  bestimmen  läßt, 
daß  ?)  mit  der  Integralmatrix  }'  von  (A)  in  bezug  auf  den  Umlauf  W 
kogredient  sei,  d.  h.,  daß 

(59)  gfi-2n!  ^  c 

wird?  Es  handelt  sich  hier  also  um  die  Inversion  der  Matrizenfunktion 
e^''^"\   d.  h.   gewissermaßen  um  das  Analogon  des  Logarithmus  einer 
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Skalaren  Größe   (vgl.   die  Formel  r  =  ^^  der   Nr.  34,    S.  126).       Wir 

können  diese  Inversion  hier  in  folgender  Weise  vornehmen.    Es  sei 

(60)  C  =  P-^SiP, 

wo  Si   die  kanonische  Form  von  C  bedeutet,   also  eine  der  drei  Formen 
^ü)i  0  \      fo)i  0  \      foji  0 


0  oi<J      \  y  (x)J      \  0  w 


wir  nehmen  y  =  2;r*a)i.     Wir   bilden   dann 

(62)  r 


log  COj  log  iO.2 


^    Ini    '      2         2ni    ' 

wo  den  Logarithmen  ihre  volle  Mehrdeutigkeit  belassen  werde,  so  daß 
also  die  r^,  r^  nur  abgesehen  von  additiven  ganzen  Zahlen  bestimmt 
sind;  nur  im  Falle  der  zweiten  Form  (61),  wo  Wj  =  a>2  ist,  nehmen  wir 
r^  =  ^2,  dagegen  können  sich  im  Falle  der  dritten  Form  r^  und  r^  um  eine 
ganze  Zahl  g  unterscheiden.  Entsprechend  derjenigen  der  drei  Formen 
(61),  die  S2  besitzt,  bezeichnen  wir  dann  mit  Z  die  entsprechende  der 
drei  Matrizen 

^/•iO\       /r^0\       fr^O 


^^^^  \OrJ'    \irj'    \0  ri  +  g, 


und  setzen 
dann  ist 


R  =  P-^EP 


und  man  sieht  auch  leicht,  daß  die  mit  der  angegebenen  Willkürlichkeit 
in  den  Tj,  r^  behaftete  Matrix  R  die  allgemeinste  ist,  die  diese  Gleichung 
befriedigt.  Die  mit  diesem  R  gebildete  Matrix  ?)  =  (.r  —  a)^  ist  mit  )' 
in  bezug  auf   W  kogredient. 

Die  Analogie  mit  den  Betrachtungen  der  Nr.  34  führt  nun  ohne 
weiteres  zur  qualitativen  Darstellung  der  yi^^  in  der  Umgebung  von  T=a. 
Da 

ist,  so  ist 

■~^-iy  =  ?)-iC-iCy  =  ^3)-i}'; 

die  Elemente  der  Matrix 

0  =  sj)-i  Y 

sind  folglich  in  der  Umgebung  von  x  =  a  eindeutig.  Sie  haben  ferner. 
da  I  ^  1  außer  im  Punkte  a  nirgends  verschwinden  kann,  in  .r  =  a  eine 
isolierte  singulare  Stelle,  und  sind  demnach  in  der  Umgebung  von  .r  =^  a 
in  Laurent  sehe    Reihen 

(64)  cpik=^£  <p\i\x-~at 
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ent wickelbar.  Wir  erhalten  somit  l'iir  die;  Integralniatrix  die  der  Dar- 
stellung (IV)  der   Nr.  34  ganz  analoge  Entwicklung 

(65)  Y  = '^0  =  {x~-a)i^  f0W{x~aY; 

eine  Änderung  der  /\,  f^  um  additive  ganze  Zahlen  bringt  auch  hier  nur 
eine  Verschiebung  der  Glieder  der  Laurentschen  Reihen  mit  sich. 

Wir  geben  neben  diesen  symbolischen  Formeln,  deren  Bedeutung 
wesentlich  auf  der  suggestiven  Kraft  der  Analogie  rnit  dem  Falle  der 
linearen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  beruht,  noch  die  explizite 
Darstellung  der  zu  dem  Umlaufe  W  gehörigen  kanonischen  Integral- 
niatrix H.    Für  diese  hatten  wir  (Nr.  38)] 

es  wird  also  an  die  Stelle  von  f)  jetzt  einfach  {x  —  a)^  treten.  Je  nach- 
dem welche  der  drei  Formen  (63)  nun  Z  hat,  erhalten  wir  für  {x  —  a)^ 
die  drei  Typen 

*  '  V       0        {x~a)'ij' 

^  '  \{x  —  ayi iog{x  —  a)  (x  —  ay^ 

^  '  \       0        [x  — •  ayi+sj 

und  damit  für  die  '^]j^.  die  Darstellungen: 

riii^i^  —  aY'fPii,        ^12  =  («  — ö)'''<?'i2- 
»721  =  (^  —  «)*■■- <^2i  '        »'/22  =  (^  —  «)'*9'22 ; 

^21  ={^  —  aY'{<Pn  +  9711  log («  —  «))  : 
»?22  =  {x~  «)'■>  ( 9222  +  <Pi2  log  {X  —  a))  ; 

Vii  =  (^  —  «)''9^n  1        ^/i2  =  {x~  aY'<Pv2, 
r?2i  ={x~  ay^+9(f,^ ,    tj..  =-  (a-  —  a)''i+''<?'22  • 

Zur  quantitativen  Bestimmung  der  r^^  und  der  Koeffizienten  (p\^ 
in  den  Reihen  99,4  hatj  man  die  in  (65)  dargestellte  Lösung  }"  in  das 
Differentialsystem  (A')  einzusetzen  und  die  Koeffizienten  gleich  hoher  Po- 
tenzen von  X  —  a  zu  vergleichen.  Um  diese  Rechnung  einfach  ausführen 
zu  können,  bemerken  wir,  daß  für  zwei  Matrizen  differentiierbarer  Funk- 
tionen Y  und  P,  deren  Determinanten  nicht  identisch  verschwinden,  die 
Derivationsformel  gilt: 

(D)  D^{YP)  -  P-^D,Y    P  +  D.P, 
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deren  Beweis  unmittelbar  aus  der  Definition  des   Symbols  Z)^   (Xr.  3S) 
folgt.    Wir  haben  also  für  Y  =  ?)0: 

(66)  Z).}' =0-iZ)xD-^+/>x0  =  ^, 

und  da  ?)  eine  Lösung  des  Cauchyschen  Systems  (B).  d.  h. 

/).?)  = -^ 
^       X.  —  a 

ist,  so  erhalten  wir  aus  (66),  indem  wir  mit  0  von  links  her  komponieren 

und  mit  x  —  a  durchmultiplizieren. 

R0  +  {x  —  a)  \    (p  =  0A    {x  —  a)  ; 


darin  ist 


dx 


0=^£  0(^){x~ay  ,    A  ^  £  Ai-^){x  —  ay 


zu  setzen.     Durch  Koeffizientenvergleichung  ergibt  sich  dann 

(67)  (/?+v)0('»=     Z    0O)A^H).  >.-«.....  +  x, 

Diese  Matrizengleichung  liefert  für  die  q)\l^  ein  System  von  unendlich 
vielen  linearen  Gleichungen  mit  unendlich  vielen  Unbekannten,  das  im 
allgemeinsten  Falle  nur  durch  transzendente  Methoden  gelöst  werden 
kann.  Eine  besonders  elegante  Lösung  hat  Helge  von  Koch  mit  Hilfe 
von  Determinanten  unendlich  hoher  Ordnung  gegeben  ^).  Wir  wollen  uns 
aber  auf  die  Betrachtung  der  Fälle  beschränken,  wo  die  Lösung  jenes 
Systems  linearer  Gleichungen  durch  elementare  algebraische  Methoden 
erfolgen  kann,  es  ist  das  der  Fall,  wo  in  den  Laurentschen  Reihen  0 
nur  eine  endliche  Anzahl  negativer  Exponenten  vorkommt,  also  der 
Fall,  wo  die  Lösungen  Y  in  dem  Punkte  x  =a  nicht  unbestimmt 
werden.  Wir  bezeichnen  diesen  Fall  kürzer  als  den  der  Bestimmtheit. 
Es  ist  das  bleibende  Verdienst  von  Fuchs,  diese  Klasse  von  Singu- 
laritäten hervorgehoben  und  sie  eingehend  untersucht  zu  haben  ^).  Diu-ch 
diese  Beschränkung  erst,  ist  die  Entwicklung  der  analytischen  Theorie 
der  linearen  Differentialgleichungen  ermöglicht  worden. 


1)  H,  V.  Koch,  Acta  raathem.  15  (1891).  S.  53:  16  (1892).  S.  217:  18  (,1894). 
S.  337;  vgl.  die  Darstellung  bei  Hörn,  a.  a.  0.  S.  212ff.  und  bei  F.  Riesz,  Les 
systemes  d'equations  lineaires  ä  une  infinite  d'inconnues.  Paris  1913.  S.  156.  An 
diesen  Stellen  werden  vorwiegend  statt  der  Systeme  lineare  Differentialgleichungen 
höherer  Ordnung  behandelt. 

2)  L.  Fuchs,  1865,  Werke  I.  S.  111  ft. 


S  ochs  tos    Kay»itol. 

Uutersucluuig  der  singulären  Stellen,  wo  die 
Integrale  nicht  unbestinunt  werden. 

4U.    Lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung.     Gestalt  der 
Koeffizienten  in  der  Umgebung  einer  singulären  Stelle  der 

Bestimmtheit. 

Die  erste  Aufgabe,  die  wir  zu  behandeln  haben,  besteht  darin,  die 
Form  der  Koeffizienten  an-  in  der  Umgebung  einer  singulären  Stelle 
anzugeben,  an  der  die  Lösungen  unseres  Difforentialsystems  nicht  unb^ 
stimmt  werden.  Es  zeigt  sich,  daß  eine  einfache  notwendige  und  hin- 
reichende Form  für  lineare  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung, 
nicht  aber  für  ein  System  von  zwei  linearen  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  angegeben  werden  kann.  Wir  geben  darum  zuvörderst  ein 
Verfahren,  das  die  Lösung  des  Systems  (A.)  auf  die  einer  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  zurückzuführen  lehrt. 

Differentiiert   man  die  Gleichungen  des   Systems   (A) 

(A)  Jf  =  2/1ÖU  +  i?/2«2fc  .  ^^■  =  ^'-> 

so  kommt 

y'k  =  yiau  -f  yöazk  +  t/iait  +  2/2  ak  ,  (i-=i,2) 

und  indem  man  z.  B.  in  der  ersten  dieser  Gleichungen  fiü'  y'2  seinen  Wert 
aus  (A)  einsetzt,  erhält  man 

yi   =  y'idn  +  ?/i(ai2«2i  +  «ii)  +  yi{(izia-2i  +  021)  • 
Wenn  nun  a^^  ^  0  ist,  so  gibt  die  erste  der  Gleichungen  (A) 

1 

(1)  2/2  =  ^(z/i  — yißii); 

wir  finden  also 

(2)    yi'  =  yi  [a^i  +  «22  +  ^  +  2/1  f  012  «21  —  «11  «22  +  a'ii  —  -^j  ' 

d.  h.  eine  lineare  homogene  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  für  y^. 
Wäre  «21  =  0?  ^ber  a^^  4=  0,  so  könnte  in  derselben  Weise  eine  ebensolche 
Differentialgleichung   für   y^  hergestellt   werden.      Sollten  beide   Koeffi- 
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zienlen  ttjg  und  a^i  identisch  verschwinden,  so  zerfiele  das  System  (A) 
in  zwei  DifTerentialgleichungen  erster  Ordnung  für  y-^  und  y^  allein; 
diesen  Fall  können  wir  also  beiseite  lassen,  d.  h.  wir  können  annehmen, 
daß  wenigstens  einer  der  beiden  Koeffizienten  ßia,  021  nicht  identisch, 
verschwindet.  Es  sei  dies  für  flgi  ^^  Fall,  dann  gilt  also  für  y^  die  Differen- 
tialgleichung zweiter  Ordnung  (2),  und  wenn  diese  gelöst  ist,  so  wird  y^ 
durch   (1)  unmittelbar  gegeben. 

Wir  sehen,  daß  die  Koeffizienten  der  Differentialgleichung  (2)  und 
ebenso  die  der  Relation  (1)  sich  rational  zusammensetzen  aus  den  a.j^ 
und  ihren  Ableitungen,  sie  gehören,  wie  man  sagt,  demselben  Ratio- 
nalitätsbereiche an,  wie  die  Koeffizienten  des  Systems  (A);  wenn 
z.  B.  die  Oik  rationale  Funktionen  von  x  sind,  so  sind  es  auch  die 
Koeffizienten  in   (2)  und   (1). 

Hat  man  umgekehrt  eine  lineare  Differentialgleichung  von  der 
Form   (2) 

(3)  u"  +  pu,'  +  9U  =  0  . 

so  kann  man  durch  die  Substitution 

u  =  2i ,  u'  =  22 
sofort  zu  dem  System 

übergehen.    Sind  Sjj.  die  Elemente  einer  Integralmatrix  von  -^4),  also 

Sj   =   C-^Ziy  ~\-  C2'221  '      ^2  ^^   '^'1^12     1"   ^2 -"22 

mit  willkürlichen  Konstanten  Cj,  Cg  das  allgemeine  Lösungssystem  dieses 
Systems,  so  stellen 

zwei  partikuläre  Lösungen  von  (3)  dar,  für  die  nach  der  ersten  der  Glei- 
chungen (4) 

2j2  ^^^    Wj  ,      ^22  ^^   '^2 

ist.     Ferner  liefert 

(5)  U     =     C^U^    -\-     CoU.y 

die  allgemeine  Lösung  von  (3).  Man  sieht,  daß  in  diesem  Falle  die  Be- 
trachtung der  Uj,  «27  d.  h.  der  Zj^^,  Z21  vollkommen  ausreicht,  die  Zjj,  r.22 
können  beiseite  bleiben.  Die  Bedingung,  daß  die  Zj^  eine  Integralmatrix 
bilden,  war 

\Z\-\   0; 
in  unserem  Falle  ist  also 

(6)  u,u,-u,u,  =  ul-j^(^y-\  0, 
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d.h.   »'S    ist    (i<M'     Quoliciil       '    iiiclil    kunstant.     Zwei   paiLikiiläre 

liösungcii  von  (3),  die  dioso  Eigenschaft  habnn,  nennt  man  nach  Fuchs  ^) 
ein  Fundamentalsysteni  von  Integralen  der  Differentialgleichung 
(3).  Durch  ein  solches  System  Jäl.U  sich  das  allgemeine  Integral  von 
(3)  in  der  Form  (5)  darstrllcii.  Die  Bedingung  dafür,  daß  u^,  Uj  ein 
Fundamentalsysteni  bilden,  ist  das  Bestehen  der  Ungleichung  (6),  d.  h. 
das  Nicht  verschwinden  der  sogenannten  Wronskischen  Determinante 
"i"2  —  Wj/i',.  Ans  der  Jacobischen  Gleichung  (36)  der  Nr.  38  folgt  für 
unseren  Fall,  wo 

(7)  aii  =  0,    aji  =^  1  ,    ajz^~(/.    "22  =       P 
ist,  die  sogenannte  Abel  sehe  Gleichung 

(8)  M1M2  —  «2^*1  =  const.  e  -^  '     , 

aus  der  ersichtlich  ist,  daß  die  Wronskische  Determinante  eines  Funda- 
mentalsystems nur  in  den  singulären  Punkten  des  Koeffizienten  p  ver- 
schwinden kann. 

Wir  sehen,  daß  (abgesehen  von  dem  Falle  a^z  —  «21  —  ö)  ^i® 
Theorie  der  Systeme  (A)  und  die  der  Differentialgleichung  (3)  vollkommen 
aufeinander  zurückgeführt  werden  können. 

Damit  die  Lösungen  von  (A)  in  dem  singulären  Punkte  x  =  a  der 
Koeffizienten  nicht  unbestimmt  werden,  genügt  es,  daß  diese  Eigen- 
schaft für  die  Elemente  einer  Integralmatrix  )'  besteht.  Es  werden  also 
in  diesem  Falle  in  der  Darstellung  Nr.  39,  Gleichung  (65) 

)  =  ft0 
die  Entwicklungen   der   95,^   in  der  Umgebung  von  x  =  a  nur  eine   end- 
liche   Anzahl    negativer    Potenzen  enthalten.      Dann   enthält  auch 
die  Entwicklung  der  Determinante  |  0  \   nur  eine   endliche  Anzahl  nega- 
tiver Potenzen,  und  da 

ist,  so  wird  auch  jedes  Element  der  Matrix 

y-i  =  ^-isj)    1 

in  X  =  a  nicht  unbestimmt  sein.     Da 

ist,  so  sind  auch  die  a^  im  Punkte  x  =  a  nicht  unbestimmt,  und  da  sie 
in  der  Umgebung  von  x  —  a  eindeutig  sein  sollten,  so  haben  sie  da- 
selbst einen  Pol.  Das  gleiche  gilt  dann  auch  von  den  Koeffizienten 
der  Differentialgleichung  (2)  und  überträgt  sich  damit  ohne  weiteres  auf 
die  beliebige  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  (3). 


')  L.  Fuchs  1865.  Werke  1.  S.  117. 
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Wir  untersuchen  nun  zuvörderst  die  Differentialgleichung  (3). 
Wenn  die  Lösungen  von  (3)  in  j;  =  a  nicht  unbestimuit  sind,  so  hat  das 
Fundamentalsystem,  das  der  zu  x  =  a  gehörigen  kanonischen  Integral- 
niatrix  des  Systems  (4)  entspricht,  und  das  wir  als  das  kanonisch«- 
Fundamentalsystem  bezeichnen  wollen,  in  der  Umgebung  von  x  =  a 
die  Form 

Vi  =  {x  —  ay^(pn^ 

v^  =  (X  —  a)^[9?2i  +  k<pii  log  (x  —  a)]  . 

wo  die  99ii,  921  ^^^  ^^^^  endliche  Anzahl  negativer  Potenzen  enthalten 
und  k  gleich  0  oder  1,  aber  allemal  gleich  Null  ist.  wenn  r,  von  r^  ver- 
schieden ist. 

Wir  ziehen  dann  die  höchste  negative  Potenz  (x  —  a)~^  aus  «pn 
heraus,  vereinigen  sie  mit  {x  —  a)''  und  erhalten  auf  diese  Weise  für  Cj 
die  Darstellung 

^1  =  (a;  —  a)^i—9(ji{x  —  a)  . 
wo  jetzt  r^  —  g  vollkommen  bestimmt  und  <pi{x  —  a)  in  der  Umgebung 
von  X  =  a  holomorph,  und  für  x  =  a  von  Null  verschieden  ist.     Dann 
ziehen  wir  aus  9921  und  k(pii  die  höchste  negative  Potenz  {x  —  a)~''  heraus, 
so  daß  P2  die  Form  erhält: 

i>^  =  [x  —  a)''2— * (92'^  —  ^)  ~  ^V'2 '^  ~"  ^^  ^^S  ^^  —  ^  * '  • 
wo  <p2{x  —  a).  kip^ix  —  a)  in  der  Umgebung  von  x  ^a  holomorph,  und 
in  a;  =  a  nicht  beide  gleichzeitig  gleich  Null  sind.  Dadurch  ist  auch  r^ — h 
vollkommen  festgelegt.  Wir  bezeichnen  nun  diese  eindeutig  festgelegten 
Exponenten  r^  —  g,  r^  —  h  wieder  mit  r^.  r^  und  schreiben  also  das  kano- 
nische Fundamentalsystem  in  der  Form 

,g.  Pi  =  (a;  — a)'-i9?i, 

^   '  v.,  =  [x  —  ai''»9?.,  -    A-(^\,  logia"  —  a)) . 

Die  Produkte 

(x  —  a l-'i  Cj.    (x  -  -  a )— '■^  <j.y . 

sind  dann  falls  Ä;  =  0  ist,  für  a;  =  «  beide  endlich  und  von  Null  ver- 
schieden, dagegen  wird,  wenn  ä:  i^  0  ist,  das  zweite  für  x  =  a  so  unend- 
lich, wie  der  Ausdruck 

9?.,l0)  -^  k  ■  )/-2(0)logu-  —  a) . 

Wir  sagen  dann,  f^,  i>2  gehören  für  x  =  a  zu  den  Exponenten  r^.  r«. 

Wie  wir  schon  bemerkt  haben,  ist  k  jedenfalls  gleich  Null,  wenn 
die  beiden  Wurzeln  der  zu  a  gehörigen  Fundamentalgleichung  von- 
einander verschieden  sind.  d.  h.  k  ist  jedenfalls  gleich  Null,  wenn  die 
Differenz  der  Exponenten  ri,  r^  keine    ganze    Zahl  ist. 

Auch  die  folgende  Bemerkung  ist  oft  von  Nutzen. 

Nehmen  wir  an,  es  sei  bekannt,  daß  die  Differentialgleichung  (3) 
ein  in  x  =  n  nicht  unbestimmtes  Integral  besitzt;  dann  kann  dieses  nach 
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den  allgemeinen  Ergebnissen  in  der  Umgebung  von  x  =  a  jedenfalls  in 
der  Form 

^2  ---  la*  —  aV^  [7^2'^  — ■  ^*  r  ^  •  V'2^^  —  a)log(a:  —  a))  . 
(iargestellt  werden,  wo  (p^,  ip2  gewöhnliche  Potenzreihen  bedeuten.   Lassen 
wir  dann  x  um  den   Punkt  a  den  positiven  Umlauf  fJ  beschreiben,  so 
multipliziert  sich 

[x  —  a)^   mit    e^'^^''^ 
und  log(a;  —  a)  vermehrt  sich  um  'Jjii]  also  verwandelt  sich  c,  i" 

und  Cg  ist  ebenfalls  ein  Integral.   Dann  ist  aber  auch 

g—2nir, 

^-.     [^2  —  e^^"-« i^^]  =k  -{x  —  ay»  VaU'  —  «) 

ein  Integral,  d.  h.  wenn  ein  Integral  Cg  vorhanden  ist,  das  in  a;  =  a  nicht 
unbestimmt  wird,  so  ist  der  mit  dem  log(a;  —  a)  multiplizierte  Ausdruck 
selbst  ein  Integral,  es  gibt  also  dann  stets  auch  ein  in  Reihenform 
darstellbares  Integral,  das  im  Punkte  a  nicht  unbestimmt  ist. 

Wir  suchen  nun  das  Verhalten  der  Koeffizienten  der  Differential- 
gleichung (3)  in  der  Umgebung  von  x  -^  a  festzustellen,  unter  der  Voraus- 
setzung, daß  die  Integrale  in  diesem  Punkte  nicht  unbestimmt  werden, 
daß  also  das  kanonische  Fundamentalsystem  die  Form  (9)  besitzt. 

Setzen  wir  in  der  Differentialgleichung 

u   =  f  1^/  vdx  , 
woraus 

u'  =  Cjt'  -)-  v'ij  vdx  . 

u"=  v-yv'  +  2v\v  -\-  v'^  fvdx  , 
so  ergibt  sich  mit  Rücksicht  darauf,  daß  c^  der  Differentialgleichung  (3) 
genügt,  für  v  die  Gleichung  erster  Ordnung: 

<^o)  1  +  ^(7: +  P)  =  «- 

Setzen  wir  das  allgemeine  Integral  dieser  Gleichung 

p  _  g    .'  Vv,  / 

in  den  Ausdruck 

u,  =  v-J  vdx 

für  V  ein,  so  genügt  u  der  Differentialgleichung  (3).  und  umgekehrt  be- 
friedigt 

dx  \Vi^ 

der  Differentialgleichung  (10),  wenn  u  irgendeine  Lösung  von  (3)  be- 
deutet.    Also  genügt  auch 

11* 
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.  =  f  C' 

der  Differentialgleichung  (10).     In  der  Umgebung  von  x  =a  ist 

''  =  (x  ^  ay>-^r  I  ^^  +  Ä  '^^  logi(r  -  a)l  , 

also  ist  dieser  Quotient  im  Punkte.rc  =  a  keinesfalls  unbestimmt  und 
ebensowenig  sein  Diffcrenlialquotient  v.  Nach  den  Ergebnissen  der 
Nr.  34  (S.  129)  folgt  aber  daraus,  da(.'.  das  Integral  von  (10)  im  Punkte 
a  nicht  unbestimmt  ist,  daß  der  Koeffizient  dieser  Differentialgleichung 
in  X  =>  a  einen  Pol  erster  Ordnung  besitzt;  wir  haben  also  in  der  Um- 
gebung von  X  =  a 

wo  ^{x — -  a)  eine  gewöhnliche  Potenzreihe  von  x — a  bedeutet.  Nun  ist 
aber  ferner 

i>i  x  —  a  <pi{x  —  a)  x~a       ^  '  ' 

wo  auch  ^{x  —  a)  eine  gewöhnliche  Potenzreihe  darstellt,  also  ergibt  sich 

^  X  —  a  X  —  a       ^  X  —  a 

wo  ^i{x  —  o)  eine  gewöhnliche  Potenzreihe  von  x  —  a  bedeutet,  d.h.  p 
verhält  sich  in  der  Umgebung  von  x  =  a   wie  eine  rationale  Funktion 
und  hat  in  diesem  Punkte  einen  Pol    erster    Ordnung. 
Aus   der   identischen   Gleichung 

i'i  +  P  •  ^\  -r  g  •  ^i  =  0 
berechnen  wir 

9  =  —        — p       . 

Aus  der  Darstellung  von  Uj  in  der  Umgebung  von  x  ~  a  folgt  mit 
Rücksicht  darauf,  daß   ^i(O)  von  Null  verschieden  ist: 

^-^  =       ^      X.^{x  —  a),    ^^  =  .      ^     -.,  %^{x  —  a) , 
p,       x  —  a^^^  Vi        {x  —  a)- ^*'  ' 

wo  ^3(3"  —  a),  ^,(a" — ■  a)  gewöhnliche  Potenzreihen  von  x~a  bedeuten; 
also  haben  wir 

9  =  -  (^  -  a)''  ^^^^^'^  ~  "">  ^  '^^'^'^     ^^  ■  '^^^^•'"       "^''  ' 
^<^^x-a) 

wo  auch  ''^2i^'  —  ^)  ^^^^^^^  gewöhnliche  Potenzreihe  von  .?• — a  darstellt: 
d.  h.  q  verhält  sich  in  der  Umgebung  von  J  =  a  ebenfalls  wie  eine  ratio- 
nale Funktion  und  besitzt  daselbst  einen  Pol    zweiter    Ordnung. 
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Wenn  also  die  K  ocff  iziont  oii  der  Dif  f  oron  tialglojchu  ng 
(1)  in  der  Uingebuiig  dos  Punktes  x  =^  a  eindeutig,  und  in 
(lieseiM  Punkte  di(!  Integrale  nicht  unbestimmt  sind,  so  hat 
die  Dif  f(!rentialgleichu  ng  in  der  Umgebung  von  a;  =  a  die 
For  ru: 

(B)  ^"^ "  +  ^^^^  —  a)du       %^x  —  «)  ^  _  y 

dx^  X  —  a      dx        (x — aY 

Es  entsteht  nun  die  Frage,  ob  die  Form  (B)  der  Differentialgleichung 
auch  umgekehrt  die  Eigenschaft  der  Integrale,  im  Punkte  a  nicht  unbe- 
stimmt zu  sein,  nach  sich  zieht.  Die  Antwort  auf  diese  Frage  wird  be- 
jahend ausfallen,  bedarf  aber  etwas  weitgehender  Untersuchungen,  denen 
wir  uns  jetzt  zuzuwenden  haben. 


41.    Übergang  zum  DüFerentialsystein.     Die  gefundene  Form  ist 

auch  hinreichend. 

Geht  man  von  dem  Difforontialsystem  (A)  aus,  dessen  Koeffizienten 
a,t  \n  X  =  a  höchstens  einen  Pol  haben,  und  wo  aji  4  0  ist,  so  befriedigt 
^/^  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  (2).  Wir  identifizieren  nun 
diese  Differentialgleichung  mit   (3),  d.  h.  wir  setzen 

y^^ii,    —p  =  a^^-\-  ^22  +  ^    ,    —  7  =  «12  «21  —  «11  «22  +  «11  —    "  - 

«21  «81 

und  nehmen  an,  daß  p  und  q  von  der  in  der  vorigen  Nummer  gefundenen 
Form  sind.    Von  (3)  gehen  wir  dann  durch  die  Transformation 

(11)  Zj  =  «,    z^={x  —  a)u' 

7A\  einem  linearen  DifTerentialsystem  für  z^,  Zg  über.     Es  ist 


(12) 


^1  — 


X  —  a  ' 

(13)  Zg  =  u"{x  —  a)  +  u  , 

also  folgt  aus  (13),  wenn  wir  für  u"  seinen  aus  (B)  berechneten  Wert 
einsetzen, 

(14)  ,.^l-'ji.(a^-^)  It.^^ 

"^  x  —  a  '■  X  —  a       ^ 

Die  Gleichungen  (12)  und  (14)  zeigen,  daß  Zj,  Zj  einem  linearen  Diffe- 
rentialsystem genügen,  dessen  Koeffizienten  im  Punkte  x  =  a  einen 
Pol   erster   Ordnung  haben. 

Zwischen  dem  Differentialsystem  (A)  und  dem  gefundenen  Differen- 
tialsystem für  Zi,  Zg  besteht  nun  die  folgende  Beziehung.  Es  war  2/1  =  u, 
also  nach  (1) 
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1 

y%  =  —  „   ("«11  —  «  ) , 

"21 


d.  h.  wir  finden 


yx  =  2i 

(15)  ..  ^ 


2/2  =  —  —  l^l«! 
21 


X  —  a 
Die  Gleichungen  (15)  haben  die  Form: 

,^r.\  Vi    "^  ^1*11   +    ^2^21  5 

y%  ^^  ^1^12  1  Z2S22 1 

wo  die  ^ii;  sich  in  ,r  =  a  wie  rationale  Funktionen  verhalten,  d.  h.  dort 
höchstens  einen  Pol  haben,  und  j  5  |  =t^  0  ist ;  wir  können  also  das  bisher 
erzielte  Ergebnis  auch  so  aussprechen: 

Damit  die  Lösungen  des  Differentialsystems  (A),  dessen  Koeffi- 
zienten in  der  Umgebung  der  isoherten  singulären  Stelle  x  =  a  eindeutig 
sind,  in  diesem  Punkt  nicht  unbestimmt  werden,  muß  es  möglich  sein, 
durch  eine  Transformation  von  der  Form  (16)  zu  einem  ebensolchen 
Differentialsystem  überzugehen,  dessen  Koeffizienten  im  Punkte  x  =  a 
höchstens  einen  Pol  erster  Ordnung  haben. 

Man  kann  die  Differentialsysteme  für  z^,  z^  und  2/1, 2/2,  die  durch  eine 
Transformation  von  der  Form  (16)  auseinander  hervorgehen,  in  bezug 
auf  einen  Umlauf  14^,  der  den  singulären  Punkt  a  umschließt,  kogre- 
dient  nennen.  Bedeutet  nämlich  Z  eine  Integralmatrix  des  Differential- 
systems für  Zj,  z^.  so  ist 

}   =Z  -5 

offenbar  eine  Integralmatrix  des  Systems  für  i/j.  y^  und  )'.  Z  sind  im 
Sinne  der  Definition  der  Nr.  39  (S.  153)  in  bezug  auf  den  Umlauf  \\ 
kogredient,  da  die  Elemente  .s^.  von  .S  in  der  Umgebung  von  a  eindeutig 
sind.  Aber  hier  haben  die  s^j^  noch  die  besondere  Eigenschaft,  sich  im 
Punkte  X  =  ü  wie  rationale  Funktionen  zu  verhalten ;  wir  bringen  dies 
dadurch  zum  Ausdruck,  daß  wir  von  den  Integralmatrizen  >'.  Z  und 
ebenso  von  den  zugehörigen  Differentialsystemen  sagen,  sie  seien  in 
bezug  auf  den  Unüauf  um  a  von  derselben  Art.  Nennt  man  dann 
noch  ein  Differentialsystem,  dessen  Koeffizienten  in  dem  Punkte  x  —  a 
höchstens  einen  Pol  erster  Ordnung  haben,  ein  für  diesen  Punkt  kano- 
nisches, so  kann  man  unser  Ergebnis  kurz  so  aussprechen: 

Wenn  die  Lösungen  eines  Differentialsystems  (A)  mit  in  der  Uni- 
gebung  von  a;  =  a  eindeutigen  Koeffizienten  in  a  nicht  unbestimmt  sind, 
so  muß  (A)  mit  einem  für  den  Punkt  0  kanonischen  Differentialsystem 
in  bezug  auf  einen  Umlauf  um  diesen  Punkt  von  derselben  .\rt  sein. 

Wir  legen  jetzt  ein  beliebiges  für  x  -  a  kanonisches  Differentitil- 
system  zugrunde,  also 
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dzi  p„(a-       a)  p2i(x       a) 

dx         ^      X  —  a       ^    ^      X  —  a      ' 
^^^  rfza  Pi2(a;  — a)       ^   Pzal^  -    «) 

dx  X  —  a  '      X  —  a 

und  wollen  zeigen,  daß  die  Lösungen  eines  solchen  Systems  im  Punkte 
X  =a  nicht  unbestimmt  sind.  Die  ^»^(a;  —  a)  seien  innerhalb  des  um 
X  =  a  beschriebenen  Kreises  K  holomorph  und  es  sei  im  Innern  von  K 

1  )?ik{.x  —  a)\<M. 
Wir  wenden  dann   den  am  Schluß  der  Nr.  36  abgeleiteten  Mittelwert- 
satz an.     Für  die  dort  mit  o{^x)  bezeichnete  Funktion  gilt 

^^  '  —  \x  —  a\ 
Wir  wählen  den   Integrationsweg  W  als  eine  zwei  Punkte  x^,  x^  des 
Innern  von  K  verbindende  und  innerhalb  K  verbleibende  Kurve  C  von 
endlicher  Bogenlänge,  von   der  wir  noch  folgendes  voraussetzen  wollen. 
Wenn  in  Polarkoordinaten 

X  —  a  =  qefi ,    Xq  —  a  —  QQ&f'o^ ,    x^  —  a  —  (>iev  >i 
gesetzt  wird,  und  x  sich  auf  C  von  Xq  nach  x-^  hin  bewegt,  so  sollen  q  und 
(p   niemals   vom   Wachsen   zum   Abnehmen   oder   umgekehrt   übergehen 
(monoton  bleiben),  und  die  Gesamtänderung  von   (p  soll  kleiner  als  Iji 
sein.     Es  seien  dann  z.^  die  Elemente  der  durch  das  Produktintegral 

{x  —  ä)     - 

definierten  Integralmatrix  von  (C),  wo  die  Integration  längs  C  zu  er- 
strecken ist.     Dann  ist 

\dx\^\dQ\  ^  Q\d(p\  .    \x  —  a|=^. 
und  wir  haben  folglich 

SO  J-o  Po  <fo 

Der  gedachte  Mittelwertsatz  liefert  also  für  q^  <  o„  die  Ungleichung 

d.h.  aber,  daß  Zi).{x  —  a)^^  beschränkt  ist;  nach  der  in  der  Nr. 34  (S.  128) 
gegebenen  Definition  heißt  das  aber,  daß  Zn-  in  x  =  a  nicht  unbe- 
stimmt  ist  1).   Wir  haben  also   den  von  Sauvage  ^)   gefundenen   Satz: 

•)  Der  vorstehende  Beweis  ist  eine  von  H.  Fuhr  herrührende  Vereinfachung 
des  von  Schlesinger,  Grelles  Journal  132  (1907)  S.  247  gegebenen  Beweises: 
vergl.  auch  G.  D.  Birkhoff,  Transattious  of  Am.  Math.  Soc.  11  (1910),  S.  199. 

-)  L.  Sauvage,  Annales  de  lEcole  Norm.  (3)  III  (1886):  vgl.  Poincare 
1884,  Oeuvres  II,  S.  312,  313. 
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Wenn  in  einem  linearen  Differentialsystem  die  Koef- 
fizienten in  X  =  a  höchstens  einen  Pol  erster  Ordnung  haben, 
so    sind    die    Lösungen    in  diesem    Punkte    nicht    unbestimmt. 

Da  mit  den  Lösungen  des  durch  die  Gleichungen  (12),  (14)  dar- 
gestellten Differentialsystems  für  z^.  z^  auch  die  Lösungen  der  Differen- 
tialgleichung (3)  an  der  Stelle  x  =  a  nicht  unbestimmt  sind,  so  haben 
wir  den  Satz    von    Fuchs  ^). 

Die  Form  (B)  einer  linearen  Difif erentialgleichung  zweiter 
Ordnung  in  der  Umgebung  der  singulären  Stelle  x=a  ist 
notwendig  und  hinreichend  dafür,  daß  die  Lösungen  für 
a;  =  a  nicht  unbestimmt  werden. 

Endlich  ist  klar,  daß  zugleich  mit  Sj,  Sg  auch  die  durch  die  Gleichungen 
(16)  gegebenen  z/j,  y^,  wo  die  s^,  in  x  =  a  sich  wie  rationale  Funktionen 
verhalten  und  15|4  0  ist,  in  x  =  a  nicht  unbestimmt  werden;  init 
Rücksicht  auf  das  oben  ausgesprochene  Ergebnis  haben  wir  also  den 
Satz: 

Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  daß  die  Lö- 
suno^en  eines  linearen  Diiferentialsysteiiis  (A),  dessen  Koeffizienten  in 
der  Umgebung  von  x  =a  eindeutig  sind,  in  diesem  Punkte  nicht  unbe- 
stimmt werden,  ist,  daß  dieses  System  mit  einem  für  a:  =  a  kanonischen 
Differentialsystem  in  bezug  auf  einen  Umlauf  um  a  von  derselben  Art  ist. 

Man  erkennt  hier  auch  den  Grund  dafür,  daß  für  ein  System  keine 
notwendige  Form  der  Koeffizienten  von  gleicher  Einfachheit  vorhanden 
ist,  wie  sie  der  Fuchssche  Satz  für  die  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  gibt;  es  liegt  das  nämlich  daran,  daß  die  Koeffizienten  des  Sy- 
stems vermöge  der  Transformationen  (16)  Pole  beliebig  hoher  Ordnung 
erhalten  können,  während  eine  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung von  der  Form   (B)  durch  die  analoge  Transformation 

(16a)  tv  ^  SjU  +  Sgu'  , 

wo  Si,  s^  in  a-  =  a  das  Verhalten  rationaler  Funktionen  zeigen,  immer  wieder 
in  eine  Gleichung  für  w  von  derselben  Form  verwandelt  wird. 


42.    Bereohiiunfi:  der  lutegrale  in  der  Unigebuua:  einer  Stelle  der 
Bestimmtheit  für  Differeiitialgleichunireu  zweiter  Ordnung. 

Wir  wollen  nun  die  quantitative  Berechnung  der  Integrale  in  der 
Umgebung  einer  Stelle  der  Bestimmtheit  vornehmen  und  beginnen  mit 
dem  Falle  einer  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  wo  sich  die  Rech- 
nungen sehr   einfach  gestalten  -). 

1)  L.  Fuchs,  1865.  Werke  I.  S.  ISf).  2)2.  222. 

*)  V?l.    hierzu  nebst  Fuchs    a.a.O.  noch  G.  Fr  oben  ins.   Crelles  Journal 
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Wir  bringen  die  DilTfüciitialgleicluing  (li)  durch  Multiplikation  mit 
(x  —  a)^  auf  die  Form 

(17)    D{u)  =  {x-  af  ]j'j  +  {X  -  a)  ■  %,{x  -  «)  ^^  +  ^2!^  -  a)u  =  0, 

die  man  nach  Frohpnius  die  iS'ormalform  nennt.  Die  linke  Seite  der 
Differentialgleichung  haben  \\\v  kurz  mit  I){u)  bezeichnel ;  D  ist  hierbei 
aJs  Operationssymbol  aufzufassen,  und  gehorcht  als  solches  offenbar  dem 
distributiven  Gesetze 

D(Mi  +  «2)  -Z)(/v,)  +  D{u^): 
ebenso  ist  für  ein  konstantes  c 

D{cu)  -  cD{ii)  . 
Wenn  die  Integrale   von  (17)  in  x  =  a  nicht  unbestimmt  sind,   so 
gibt  es  nach  der  in  der  Nr.  40  (S.  162,  163)  gemachten  Bemerkung  jeden- 
falls auch  ein  Integral,  das  in  der  Umgebung  von  x  =  a  in  der  Form 

(18)  =  {X  —  ay  i:  ck{x  —  a)" 

darstellbar  ist.  Die  Konvergenz  dieser  Reihe  in  derjenigen  Umgebung 
von  rr  =  a,  für  die  die  Reihen  ^i(a;  —  a),  ^2!^  —  ^)  konvergent  sind, 
ist  nach  dem  Vorhergehenden  als  gesichert  anzusehen. 

Setzen  wir  die  Reihe  (18)  in  die  linke  Seite  der  Differentialgleichung 
(17)  ein,  so  ergibt  sich: 

D{u)  =  D  {i: Ck{x  —  ay+'')  =  Z CkD{{x  —  aY+'')  . 

Wir  werden  also  veranlaßt,  den  Ausdruck 

D{{x  —  a)e)  =  {x  —  a^QiQ  —  l){x  —  a)e-2 

-\-  {x  —  a)  ■  ^i(a;  —  a)  ■  q{x  —  a)?— 1  +  ^gC^  —  «)  •  (^  —  «)" 

zu  untersuchen,  wo  q  eine  beliebige  konstante  Größe  bedeutet;  man  nennt 

diesen  Ausdruck  nach  Frobenius  die   charakteristische  Funktion 

der  Differentialgleichung. 

Wii'  setzen  diese  in  die  Form 

(19)  D{{x  —  ay')  =  {x^ayf{x.Q), 
wo  also 

/(^,?)  =?(?  —  !) +  ^i(a;  —  a)  -Q^^^^ix  —  a) 
eine  in  der  Umgebung  von  x  =  a  holomorphe  Funktion  bedeutet.     Es 
sei  nach  Potenzen  von  x  —  a  entwickelt : 

(20)  f{x,Q)  =  lh{Q){x  —  ay, 

1=0 


Bd.  76,  (1873).  S.  214 ff.,  Bd.  80.  (1875),  S.  317ff.  und  L.  Hefftev.  Einleitung  in 
die  Theorie  der  lin.  Differentialgleichungen  (1893):  siehe  auch  L.  Schlesinger, 
Handbuch  der  Theorie  der  lin.  Differentialgleichungen  Bd.  I,  1895,  S.  154  ff. 
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dann  ist  nach  dem  Taylor  sehen  Satze: 

/o(^)  e(C-l)  +  ('?^(0)-^2(0), 


Wir  finden  hiernach 

D{lct(x  —  ay+'^)  =  Ickix—ay+i'Zf.ir-  k){x    -  a^  . 

und  indem  wir,  nach  Potenzen  von  {z  —  a)  ordnend,  k -^  X  =  v  setzen 
und  den  ganzen  Ausdruck  mit  Null  vergleichen, 

(x  —  ayZ{x  —  ay:cJ.Ar)-rC,U-i{r-^  1)  -  .  .  •  +  c  ./„(^ -f  v))  -0. 

Es  muß  nun  jeder  finzelne  Koeffizient  dieser  Reihe  verschwinden, 
wenn  die  Reihe  (18)  der  Differentialgleichung  genügen  soll,  d.  h. 

(21)  Co/.(r)  +  Ci/.._.i(r-^  1)+  •••+c../o(''+  v)=0,    ,v  =  o.i,2..^ 

Für  V  —  0  ergiht  sich 

Cofoir)  =0- 
Cq  kann  als  von  Null  verschieden  vorausgesetzt  werden,  da  die  Reihe  (18) 
sonst  nicht  zum  Exponenten  r,  sondern  zu  einem  höheren  Exponenten 
gehören  würde;  •vsör  finden  also  zuvörderst,  daß  der   Exponent   r  eine 
Wurzel    der    Gleichung 

(22)  IM  =  o(Q  -1)4-  ps;^,(0)  -^  ^^2(0)  =  0 

sein  muß.  Im  allgemeinen  Falle  \NTjrde  r  durch  die  Fundamental- 
gleichung (46)  der  Nr.  38,  abgesehen  von  additiven  ganzen  Zahlen,  be- 
stimmt; hier  bestimmt  sich  r  vollkommen  als  Wurzel  der  Gleichung 
(22);  man  nennt  diese  Gleichung  darum  nach  Fuchs  die  zu  x  =  a 
gehörige  determinierende  Fundamentalgleichung.  Es  ist  be- 
sonders bemerkenswert,  daß  diese  Gleichung  aus  den  Koeffizienten  der 
Differentialgleichung  direkt  gebildet  werden  kann,  was  für  die  Funda- 
mentalgleichung nicht  der  Fall  war. 

Nachdem  r  als  Wurzel  der  Gleichung  (22)  bestimmt  ist,  liefert  die 
Gleichung  (21)  für   r  =  1 

Cofiir)  ^  cj^ir  +  i)  =0 
das  Verhältnis  von  t\  zu  Cq,  also,  wenn  Cq  willkürlich  angenommen  wird, 
den  Wert  von  r^,  vorausgesetzt,  daß  /^(r  +  1)  nicht  verschwindet.  Gleicher- 
maßen liefert  die  Gleichung  (21)  für  r  =  2 

^0/2(0  +  Ci/,(r  -f-  1)  -+-  cJo(r  -f  2)  =  0 
den  Wert  von  Co  usw.    Allgemein  erhalten  wir  aus  den  Gleichungen  (21) 
jedes  Cy  ausgedrückt  durch 

'  O''  '  1'  •  •  •'  ^^ —  1  1 
diese  Gleichungen  stellen  also  eine  Rekursionsformel   fiu-  die  Koefü- 
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zientoii  der  Reihe  (18)  dar.  Eine  Schwierigkeit  kann  nur  dadurch  ein- 
treten, daü  für  ein  gewisses  v 

(oir  +v)=0 
wird.    Um  dieser  vorläufig  aus  dem  Wege  zu  gehen,  wählen  wir  r  als  die- 
jenige Wurzel  f\  der  determinierenden  Fundamentalgleichung,  deren  reeller 
Teil  nicht  kleiner  ist,  als  der  der  anderen  Wurzel;  dann  ist  offenbar  für 
jedes  positive  v 

loir^-^v)   \   0. 
die  sukzessive  Berechnung  der  c^  also  stets  möglich.      Wir  haben  somit 
das  zum  Exponenten  f\  gehörige  Integral 

CO 

Ui  =  {x  —  a)'"'  U Ck  {x  —  d)'- 

k  =  Q 

der  Differentialgleichung  (B),  worin  f„  eine  beliebige  von  Null  verschie- 
dene Konstante  bedeutet. 

Für  die  andere  Wurzel  r^  der  Gleichung  (22)  würde  alles  unver- 
ändert bestehen  bleiben,  wenn  der  Ausdruck 

/o('-2  +  V) 
für  kein  positives  ganzzahliges  v  verschwindet.     Nun  kann  aber 

/o(^2  +  g)  =  0 
nur  dann  bestehen,  wenn 

die  Schwierigkeit,  daß  /„(/-g  +  v)  verschwändet,  wird  also  dann  und  nur 
dann  eintreten,  wenn  die  Differenz"  r^ — r^  der  Wurzeln  der 
determinierenden  Fundamentalgleichung  eine  positive  ganze 
Zahl  ist. 

Diesen  Fall,  sowie  auch  denjenigen,  wo  die  beiden  Wurzeln  der 
determinierenden  Fundamentalgleichung  einander  gleich  sind,  lassen  wir 
vorläufig  beiseite ;  dann  finden  wir  also  entsprechend  der  Wahl  r  =  r^ 
das  zum  Exponenten  r^,  gehörige  Integral 

u^  —  {x  —  aY-  E  Ck{x  —  aY  , 

/t=0 

wo  ~Cq  willkürlich,  aber  von  Null  verschieden  ist  und  die  übrigen  4  durch 
die  Rekursionsformel  (21)  fiir  r  =  r^  geliefert  werden.  Da  r^  —  r^  weder 
eine  ganze  Zahl  noch  Null  ist,  kann  der  Quotient 


^2        ,  V.     .  *  =  o 


Uck{x  —  a)fc 

=  (a;-a)^-^/^ 

Ecuix-aY 

i  =  0 


nicht  konstant  sein;  Wj,  u^  bilden  also  ein  Fundamentalsystem. 

Die   Wurzeln   der   determinierenden   Fundamentalgleichung   stehen 
hiernach,  wenn  ihre  Differenz  weder  Null  noch  eine  ganze  Zahl  ist,  mit 
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den  Wurzeln   ojy,  oj.,  der  7m  x  ^  a  gehörigen  Fundamentalgleichung 
in  der  Beziehung 

logoj,  logoja 


1 


2jii    '      ""         '2jii 


und  wir  sehen  zugleich  den  Grund,  weshalb  der  Fall,  wo  die  Differenz 
der  Wurzeln  r^,  r^  eine  ganze  Zahl  oder  Null  ist,  Schwierigkeiten  bereitet ; 
in  diesem  Falle  wäre  nämlich 

so  daß  es  allgemein  zu  reden,  ein  Fundamentalsystein  von  der  Form  w^,  Uj 
gar  nicht  gibt,  indem  das  eine  der  kanonischen  Integrale  einen  Log- 
arithmus enthalten  kann.  Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Erledigung  dieses 
bisher  ausgeschlossenen  Falles. 

Wir  schicken  die  Behandlung  eines  einfachen  und  interessanten 
Spezialfalles  voraus  ^). 

Wenn  in  (B)  die  Reihe  ^i(a:  —  a)  kein  konstantes  Glied  enthält 
und  ^2(^  —  ^)  ^it  (x       itY  beginnt,  d.h.  wenn 

"s^m  -  0,  ^;^2(0)  :^  0,  ^$.;(0)  :^  0 

ist,  so  sind  die  Koeffizienten  dieser  Differentialgleichung  in  der  Um- 
gebung von  .r  =  a  holomorph.  Also  ist  auch  das  allgemeine  Integral 
holomorph;  wir  wollen  nun  zusehen,  in  welcher  Form  sich  die  Darstel- 
lung des  allgemeinen  Integrals  in  der  Umgebung  von  x  =  a  ergibt. 

Die  determinierende  Fundamentalgleichung  (22)  hat  jetzt  die  Gestalt 
ß(ß       1)  =0, 
die  Differenz  ihrer  Wurzeln  0,  1  ist  also  eine  ganze  Zahl.  d.  h.  wir  haben 
unseren  Ausnahmefall.  Gleichwohl  tritt  hier  keine  Schwierigkeit  auf.  denn 

reduziert  sich  für  o  =0  auf  Null,  so  daß  die  Rekursionsformel  (21)  für 
r  =  0  sowohl  bei  v  =  0  als  auch  bei  r  =  1  keine  Bestimmung  der  c^.  c^ 
ergibt,  dagegen  für  v~>  1,  die  Cg,  C3.  .  .  .  durch  die  willkürlich  gewählten 
Co,  Cj  eindeutig  determiniert.  Die  Entwicklung  (18)  lautet  also  in  diesem 
Falle 

u  ^  c^Ar  Ci(a:  — -  a)  +  ^2(2:  --  a)-  -?-•••  in  inf., 
wo  die  c„.  q  willkürliche    Konstanten  bedeuten,  sie  stellt  also  das 
allgemeine   Integral  in  der  Umgebung  der  Stelle  x  —  a  dar.    Um  ein 
partikuläres   Integral   zu   bestimmen,   hat    man  über   Cq- ^1  ^"   verfügen, 
d.  h.  man  hat  für  x  =  a  die  Werte 

c„  =  hm  M,    c^  —  lim   , 

vorzuschreiben.  Für  eine  Stelle,  in  deren  Umgebung  die  Koef- 
fizienten   der  Differentialgleichung     (3)     (S.  160)    holomorph 

')  Vgl.  L.  lloffter.  KiiihMtimg  u.  s  w.  S.  32. 
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sind,  wird  also  ein  partikuläres  Integral  bestimmt,  indem 
man  seinen  eigenen  Wert  und  den  Wert  seiner  ersten  Ab- 
leitung   in    diesem    Punkte    willkürlich    festsetzt. 

Dies  befindet  sich  in  Übereinstimmung  mit  den  allgemeinen  Ergeb- 
nissen der  Nr.  36. 

Wir  wenden  uns  nun  zu  dem  Falle,  wo  allgemein  die  Differenz  der 
Wurzeln  der  determinierenden  Fundamentalgleichung  gleich  Null  oder 
einer  ganzen  Zahl  ist.  Wenn  i\  die  oben  (S.  171)  festgelegte  Bedeutung 
behält,  so  möge  also 

'i  —  '•2  =  g 
'eine  positive  ganze  Zahl  oder  Null  sein. 

Machen  wir   mit  dem  zum   Exponenten  r^  gehörigen  Integrale 

00 

Hl  ^  {x  —  ay^  E  Ck  {x  —  ay 

in  der  Differentialgleichung  (B)  die  Substitution 

(23)  u  =  u-ifvdx  , 

so  genügt  p  der  linearen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  (vgl.  Nr.  40, 
S.  163,  Gl.  (10)) 

dx         \    «1  ^  —  «    / 

die  wir,  da  in  der  Umgebung  von  x  =  a 

+  öo  +  b^{x  —  a)  +  •  •  • 


"1  r^ 


M,       X  —  a 
ist,  in  der  Form 

oder  endlich,  da  nach  (22) 

^i  +  ^2=-(^i(0)-l) 
ist,   in  der   Form 

di^  [  1  +  /"i  ^  r 


,n,.     di^  \i  4-  r-,  —  r. 


0 


schreiben  können.  Aus  den  Ergebnissen  der  Nr.  34  folgt,  daß  das  Inte- 
gral dieser  Differentialgleichung  für  a:  =  a  nicht  unbestimmt  ist  und  zum 
Exponenten 

-(1+/X-/-2) 

gehört;  in  der  Tat  finden  wii*  auch  unmittelbar,  indem  wir  die  Gleichung 
(24)  integrieren, 

f  =  (a;  —  a)-<^-^>^*'(yo  +  yi(^  —  a)  +  •  •  •  )  ,  (ro*o) 

und  wenn  wir  jetzt  dies  in  (23)  einsetzen,  so  ergibt  sich  ein  zweites  Inte- 
gral von  (B)  in  der  Form: 

"2  =  »J\x  —  a)-'i+^t-^«  (yo  +  yiix  —  a)  +  ■  -  ■  )  dx  . 
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Beachten  wii'  nun,  daß  r^  —  r^  gleich  der  nichtnegativen  ganzen 
Zahl  g  sein  sollte,  so  folgt  bei  Ausführung  des  mit  Uj  multiplizierten 
Integrals : 

^2  =  ^i  {l'g  (^  - «)  '"  +  •  •  •  +  l!  i'  (^  -  «)  ' 

+  yg  log  (a:  —  a)  +  ^o  +  ri(T  —  a)  +  •  ■  •    . 
und  wenn  wir  für  u^  seine  Entwicklung  einsetzen  und  beachten,  daß 

ist,  so  finden  wir  für  Wg  ^^^^  Darstellung  von  der  Form 

1*2  =  {x  —  ay*  [q>z{x  —  a)  +  yg-tp^ix  —  a)  •log(x  — a)}  , 
wo  (p^ix  —  a),  ^al^  —  ^)  gewöhnliche  Potenzreihen  von  x  —  a  bedeuten, 
und    die   Konstante   yg    jedenfalls    von   Null    verschieden    ist. 
wenn   g:  =  0  ist;    dagegen  kann  yg  für   ein  wesentlich  positives  g  ver- 
schwinden.   Der  Ausdruck 

yg{x  —  ay^\p^{x~a), 
der  den  Faktor  von  log(a;  —  a)  bildet,  unterscheidet  sich  von  u-^  nur  durch 
einen  konstanten  Faktor.     Wir  sehen,  daß  auch  in  dem  Falle  eines  ganz- 
zahligen Wertes  von  r^  —  r^  die  Größen 

die  Wurzeln  der  zu  a:  ==  a  gehörigen  Fundamentalgleichung  sind.  Wenn 
y^,  =  0  ist,  wird  auch  das  zweite  Integral  u^  logarithmenfrei  sein.  Ein 
Beispiel  dafür  bildet  der  oben  behandelte  Fall,  wo  die  Koeffizienten  von 
(B)  in  der  Umgebung  von  x  =  a  holomorph  sind;  in  diesem  Falle  ist 
r^  =  1,  Tg  =  0.  Ein  weiterer  interessanter  Sonderfall  tritt  ein.  wenn 
/•j,  r2  überhaupt  voneinander  verschiedene  ganzzahlige  Werte  haben  und 
yg  verschwindet.  Ist  dann  wenigstens  eines  der  r^,  r^  negativ,  so  hat 
das  allgemeine  Integral  in  a;  =  a  einen  Pol,  sind  Tj,  r.,  nichtnegativ, 
so  ist  das  allgemeine  Integral  in  der  Umgebung  von  .r  =  a  holomorph. 
Ist  aber  nicht  r^  =  1,  r^=  0,  so  hat  wenigstens  einer  der  Koeffizienten 
der  Differentialgleichung  (B)  in  a:  =  a  wirklich  einen  Pol  und  wir  haben 
es  mit  einem  außerwesentlich  singulären  Punkte  zu  tun  (vgl. 
Nr.  13,  S.  49).  Für  einen  solchen  Punkt  muß  dann  nach  Nr.  38  (S.  147) 
die  Wronskische  Determinante  (8)  (Nr.  40)  von  Wj,  Mj  verschwinden. 

Wir  sehen,  daß  in  dem  Falle  der  Differentialgleichung  (B)  die  quan- 
titative Berechnung  des  kanonischen  Fundamentalsystems  durch  alge- 
braische Operationen  möglich  ist.  Wir  heben  noch  besonders  hervor,  daß 
dasjenige  Integral,  das  zu  der  Wurzel  der  determinierenden  Fundamental- 
gleichung gehört,  deren  reeller  Teil  nicht  kleiner  ist,  als  der  der  anderen, 
stets  in  Reihenform  darstellbar  ist;  das  zu  der  anderen  Wurzel  gehörige 
Integral   kann,    wenn   die   Differenz   der   Wurzeln   der    determinierenden 
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Fundamentalgleichung  eine  ganze  Zahl  ist,  einen  Logarithmus  enthalten, 
es  enthält  diesen  Logarithmus  unbedingt,  wenn  die  beiden  Wurzeln  der 
determinierenden  Fundamentalgleichung  zusammenfallen. 

Da  die  Herstellung  der  Reihenentwicklungen  für  die  Integrale  in 
den  Anwendungen  von  besonderer  Wichtigkeit  ist,  geben  wir  in  der  fol- 
genden Nummer  einige  den  Anwendungen  entnommene  Beispiele. 


4o.    Beispiele.     Verhallen  der  Integrale  im  Unendlichen. 

1.  Die  Cauchysche    Differentialgleichung^)  lautet 
rf.^w  A     du  B  _ 

^^  '  dx^       X  —  a  dx       (x —  a)^      ~~     ' 

wo  A,  B  Konstanten  sind;  sie  kann  durch  die  Substitution  (4)  in  ein 
Cauchysches  Differentialsystem  verwandelt  werden;  wir  können  die 
Integration  aber  auch  leicht  direkt  vollziehen.  Die  determinierende  Fun- 
damentalgleichung für  X  =  a  lautet 

(26)  g(^^-i)^AQ^B  =0. 

Hat  diese  zwei  verschiedene  Wurzeln  /-j,  r^,  so  ergeben  sich  die  Lö- 
sungen 

(27)  iii  =  {x  —  ay^.    ii^  =  {x  —  aY^, 
während   für  /-j  =  r^ 

(28)  u-i  =  {x  —  a)'! ,    «2  =  i^  —  '^y^  'og  {x  —  a) 

ist,  in  Übereinstimmung  mit  den  für  das  Cauchysche  Differentialsystem 
gefundenen  Lösungen.     Führt  man  in  (25)  durch  die  Substitution 

(29)  /  =  log  (a;  —  a) ;    x  —  a  =  ef 

t  als  unabhängige  Veränderliche  ein,  so  verwandelt  sich  (25)  in  die  Diffe- 
rentialgleichung   mit    konstanten    Koeffizienten 

(30)  ^^+(A-l)f+B«  =  0; 

die  Gleichung  (26)  oder 

(26a)  ^2^(^  —  1)^  +  5=0 

heißt  hier  die  charakteristische  Gleichung.    Entsprechend  (27)  und 
(28)  haben  wir  das  Fundamentalsystem 

(27a)  Ui  =  c»' ,    u.,  =  e*-f  .  (••i4:''2) 

(28a)  zti  =  e'j< ,    Mo  =  f  Ci« .  (f.=r,) 

Studiert  man  z.  B.  die  Bewegung  des  mathematischen  Pendels  für 
unendlich  kleine  Amplituden,  so  kann  man  in  der  Differentialgleichung 
(16)  der  Nr.  6  99  an  die  Stelle  von  sin  <p  setzen  und  erhält 


1)  A.  L.  Cauchy,  Exercices  d'Analyse  etc.  I  (1840),  S.  262. 
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Die  charakteristische  Gleichung  (26a)  lautet  jetzt 

P^+f  =0; 
sie  hat  die  beiden  voneinander  verschiedenen  Wurzeln 

also  bilden 

ein  Fundanientalsystern.    Statt  dessen  kann  man  auch  das  in  reeller  Forn« 
erscheinende  Fundamentalsystem 

sin  ^  1/  .  ,    cos  t  \  ^ 
nehmen.  ,  Man  hat  also  das  allgemeine  Integral 

(32)  9  =  Cj  sin  ^  I  I  +  Cg  cos  f  1/  p 

und   das   partikuläre   Integral,   das   für   t  =  0  verschwindet   und   dessen 
Ableitung  für  f  =  0  gleich  Pq  ist,  lautet: 

Die  Form  der  Differentialgleichung  (30)  tritt  üherhaupt  bei  allen 
Bewegungs  vor  gangen  auf,  die  in  kleinen   Schwingungen  eines  Punktes 
von  der  Masse  1  um  eine  Ruhelage  bestehen.     Erfolgt  die  Bewegung  auf 
der  tt-Achse,   und  hat  der  Punkt  zur  Zeit  t  die  Abszisse  h,  \s'irkt  auf  ihn    J 
ferner  die  Kraft  — k~u,  wo  k  eine  reelle  Konstante  ist,  und  noch  ein  der 

Geschwindigkeit  -rj  proportionaler  dämpfender  Widerstand  — ^  7//  •  ^^ 
£  >  0  ist,  so  lautet  die  Differentialgleichung  der  Bewegung  ^) 

,33)        i:r+^'::+A.^"=o, 

und   ihre  charakteristische  Gleichung  wird 

(34)  Q-^  +  fO  +  ^2  =  0  . 

Setzt  man 

.2 

4  ' 
so  sind   drei   Fällo  zu    unterscheiden: 


£' 


')  Vgl.  .1.  Hörn.  Cicwoluiliclu*  Differentialgleichungen.  S.  1U7. 
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I.  f  <  2Ä:,  dann  hat   (\io  Gleichung   (.34)  die  konjugiert  komplexen 
Wurzeln 

£  £ 

und  die  allgemeine  Lösung  lautet  nach  (27a) 

wo  Cj,  Cj  willkürliche  Konstanten  bedeuten,  oder  wenn  man 

('i  -{-  ('2  —  a  sin  /.,  (tj  —  ("2)  /  —  o  cos  A 

setzt, 

-^« 
w  —  ae    '^  sin  (/iV  +  A)  . 

Für  e  =0,  d.  h.  für  den  Fall  ungedämpfter  Schwingungen,  hat  man,  wie 

beim  Pendel,  eine  einfach  periodische  Bewegung  mit  der  Schwingungs- 

2;i 
(lauer    T  =    ,  .      Ist  dagegen  0  <  e  <  2Ä:,   so  hat  man 

du         ,      -t   . 

a  e    -  sm  (fit  +  A  )  , 


dt 


wo 


a  i  fjL  cos  A  —  r.  sin  }.\  ^^  a'  sin  A' , 
—  a(/^  sin  A  +  9  cos  Aj  =  a'  cos  A' 


gesetzt  wurde.     Die  Werte  von  t,  für  die  eine  Extremlage  des  schwin- 
genden Punktes  eintritt,  also    j^  =  0  ist,  bilden  eine  arithmetische  Reihe 

mit  der  Differenz       ;  der  Zeitunterschied  zwischen  dem  Eintreten  zweier 

'In 
aufeinander  folgender  Maxima    oder  Minima  ist  konstant  gleich        .  er 

kann  auch  wieder  als  Schwingungsdauer  bezeichnet  werden.     Die  Ab- 
stände der  Extremlagen  des  schwingenden  Punktes  vom  Punkte  u  =  0 

bilden  eine  geometrische  Reihe  mit  dem  Quotienten  e    /^  ;  man  nennt 

das  logarithmische    Dekrement. 

II.  e  =  2k-,  dann  ist  r^  =  Tg  und  (siehe  (28a)) 

u  =  e    ''   (Cj  +  Cjf) 
die  allgemeine  Lösung. 

III.  £  >  2Ä:,  dann  sind  /-j,  Tg  reell  negativ  und  die  allgemeine  Lösun.ir 
lautet 

Schlesinger,  Differentialgleichnngeu.  12 
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In  don  Fällen  II  und  III  ist  lim  u  =  0;  wir  haben  es  hier  mit  einer 

aperiodischen    Bewegung    zu    tun. 

2.  Die  Aufgabe,  den  Spannungs-  und  Deformationszustand  einer 
dünnen,  aus  einem  homogenen  und  isotropen  Stoff  bestehenden  Ring- 
flächenschale konstanter  Wandstärke  unter  der  Voraussetzung  der  Gül- 
tigkeit des  Hookeschen  Gesetzes  zu  bestimmen,  führt  ^)  auf  die  Differen- 
tialgleichung 

(35)       (A  +  a;)2(l— a;2)M" +(A  +  x)(l  — /jf  — 2a:2)M' 
—  [l  —  ik?j:-{-  {ik  —  i)x'^]  u  =0  ., 

wo  ^,  k  reelle  Konstanten  bedeuten.  Es  kommt  dabei  wesentlich  auf  die 
Entwicklung  der  Lösungen  in  der  Umgebung  der  singulären  Stellen 
a;  =  +  l,  X  =  —  1  an.  Man  sieht,  daß  nach  Division  ndt  dem  Koeffi- 
zienten von  u'\  die  Differentialgleichung  in  der  Umgebung  dieser  beiden 
Stellen  und  ebenso  auch  in  der  Umgebung  der  singulären  Stelle  x  =  —  A 
die  Form  (B)  hat.  Die  Lösungen  verhalten  sich  also  an  diesen  Stellen 
bestimmt.     Für  x  —  l  z.  B.  kann  man 

{x~i)^%{x~i)u"  ^{x  —  i)^^{x~[)u'  -\-%{x—i)u  =  Diu) 
als  die  Normalform  der  linken  Seite  von  (35)  ansehen,  wo 

%{x  —  i)  =  {i-^x){?.i-x)K 

?ßi(a;  —  1)  =  —  (A  +  a:)(l  —  Pur  —  2x2)  . 

^z{x  —  1)  =  (a:  —  1)[1  —  ikXx  +  {ik  —  1)  x^] 

gesetzt  wurde;  es  bietet  das  den  Vorteil,  daß  diese  Potenzreihen  abbrechen, 
wodurch  sich  die  weitere  Rechnung  erheblich  vereinfacht.  Die  charakte- 
ristische Funktion   (Nr.  42,  Gl.  (19))  lautet  dann 

fix,  g)  =  %{x  -  i)o{Q  -1)4-  ^i(:c  -  1)?  +  %{x  -  1) 

=  foiQ)  +  fi{Q){x  -  1)  +  fziQ)ix  -  1)2  +  h{Q){x  -i)K 
und  die  determinierende  Gleichung  ist 

/o(?)  =  2(1  +  Xf  (,(^  -  1)  4-  (A  +  1)2  (>  =  2(1  -i-  Xngie  -  1)  +  i^]  =  0 
mit  den  Wurzeln  r^  =  0,  r^  =  i^-  Die  expliziten  Ausdrücke  für  fiiQ). 
f2{Q)i  fsiQ)  sind  auch  leicht  herzustellen.  Wir  haben  also  ein  in  der  Um- 
gebung von  X  =  1  holomorphes  Integral 

«1  =  U  Cv{x  —  1)'  , 
i'=Oj 

in  dem  r,,  willkürlich  bleibt,  wälirend  die  übrigen  Koeffizienten  l\  sich 
durch  die  Rekursionsformel 

C.HQ  +  v)  -f  Cu-lfl{Q  +  »'  —  1)  +  C,-2f>{Q  -f  V  —  2)  +  C%  ^shiQ  -f-  V  —  3  )  =  0 

bestimmen.     Die  Berechnung  des  zweiten  Integrals 

')  H.  Wissler,    Fostigkeitsberechnung   von  KingHächenschalen.  Dissertation 
Techn.  Hochschule  Zürich,  1!U6. 
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U2  =^  {x  —  l)i  Z c'v{x  —  l)" 

gestaltet  sich  am  einfachsten,   wenn   man  die   DifTerentialgleicliung   (35) 
durch  die  Substitution 

II  =  |/ 1  —  x^v 
in  eine  Differentialgleichung  für  v  transformiert,  die  dann  für  x  =  l  als 
Wurzeln  der  determinierenden  Gleichung  r^  =0,  r'^  — — \  besitzt.  Das 
der  Wurzel  r[  =  0  entsprechende  Integral  fj  ist  in  der  Umgebung  von 
X  =  i  wieder  holomorph  und  verwandelt  sich  durch  Multiplikation  mit 
]/l  — x'^  in  «27  was  auch  wieder  mit  einem  willkürlichen  konstanten  Faktor 
(dem  Anfangskoeffizienten  der  Potenzreihe  Cj)  behaftet  erscheint.  Das 
allgemeine  Integral  von  (35)  hat  also  die  Form 

U  =  lli  -{-  \^i  —  X^  Pj  . 

Für  reelle  Werte  von  x  hat  man  dann  als  Konvergenzbereich, 

wenn  A  I^  1  ist,    —  1  <  x  <  3  , 

wenn  A  <  1   ist,    —  X  <  x  <  X  -^  2  . 
Behandelt  man  noch  den  Punkt  x  =  —  1  in  ähnlicher  Weise,  so  hat  man 
für  alle  in  der   Praxis  vorkommenden  Fälle  brauchbare  Entwicklungen 
des  allgemeinen  Integrals. 

3.    Die   Aufgabe,   alle   analytischen  Verbiegungen   der    Kugel   vom 
Halbmesser  1  zu  finden,  führt  ^)  auf  die  Differentialgleichung 

(36)    a;2(l  —  ar*) «"  +  x{i  +  Sx^  —  x*)u'  —  k^{l  —x^)u=0, 

w 
in  der  k  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet.     Darin  ist  a:  =tgy,  wo  <p 

die  geographische  Breite  auf  der  Kugel  bedeutet.  Im  Endlichen  hat  die 
Differentialgleichung  die  singulären  Punkte  0,  1,  — 1,  i,  — i;  an  jedem 
dieser  Punkte  zeigen  die  Integrale  bestimmtes  Verhalten.  Für  x  —  0 
lautet  die  determinierende  Fundamentalgleichung 

'     Q{g  —  i)-^Q  —  k^=0. 

Zu  ihren  Wurzeln  +  /c,  —  k  gehören  Integrale  von  der  Form 

«1  =  x^{Cq  -{-  c^x  -{-■•■)  ,    1*2  =  x-^'ic'o  +  ci  x  +  •  •  • )  • 
Für  x  =  i  und  x  =  —  1  hat  die  determinierende  Fundamentalgleichung 

Q{0  —  i)—2Q  =0 

die  Wurzeln  0  und  3.  Zu  der  Wurzel  3,  als  der  größeren,  gehört  sicher 
ein  in  Reihenforra  darstellbares  Integral,  aber  auch  der  Ansatz 

tt  =  Co  +  c^{x  ±  1)  +  c^ix  ±  1)2  +  •  •  • 
fühi't  zu  einer  Bestimmung  der  Koeffizienten  Cq,  c^,  Cg,  ...  durch  Rekur- 
sionsformeln; es  gehört  also  auch  zu  der  Wurzel  0   ein   in  Reihenform 

*)  H.  Liebmann,  Bedingte  Flächenverbiegungen  usw.,  Sitzungsberichte  der 
Bayr.  Akademie  d.  Wiss.  1920,  S.  21.  insbesondere  S.  37. 

12* 
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darstellbares  Integral,  d.  h.  das  allgemeine  Integral  von  (36)  ist  in  der 
Umgebung  von  a;  =  1,  x  =  —  1  holomorph.  Wir  haben  es  hier  mit 
außerwesentlich    singulären  Punkten  zu  tun. 

Für  X  =^  -^  i  hat  die  determinierende  Fundamentalgleichung 

e(o  — i)  +  2e  =0 

die  Wurzeln  0  und  — 1;  zu  0  als  der  größeren  gehört  ein  holomorphes 
Integral,  aber  der  Reihenansatz  zeigt,  daß  auch  bei  dem  zu  dem  Expo- 
nenten —  1  gehörigen  Integral  kein  Logarithmus  auftritt.  Die  allgemeine 
Lösung  von  (36)  hat  also  m  x  =  i  und  x  =  —  i  je  einen  Pol  erster  Ord- 
nung. Damit  ist  das  Verhalten  der  Integrale  im  Endlichen  vollkommen 
geklärt,  die  allgemeine  Lösung  ist  in  der  ganzen  Ebene  meromorph.  Wenn 
k  keine  ganze  Zahl  wäre,  so  wäre  z  =  0  ein  Verzweigungspunkt,  aber  die 
Produkte  a;~~*Ui,  x^ii^  wären  in  der  ganzen  Ebene  meromorph.  Die  ein- 
zigen Pole  dieser  Produkte  sind  a;  =  ±  i,  diese  können  durch  Multipli- 
kation mit  (a;'^+  1)  beseitigt  werden.  Also  sind  x~^{x^  +  l)iii,x*(a:^  -{-i)Ui 
in  der  ganzen  Ebene  holomorph,  und  wir  wollen  nun  noch  prüfen,  wie 
sich  diese  Funktionen  für  a;  =  oo  verhalten.  Das  bietet  keinerlei  Schwie- 
rigkeit, wenn  wir  in  der  Differentialgleichung  (36) 

,       1 
^=x 
als  neue  unabhängige  Veränderliche  einführen  und  dann  die  Untersuchung 
der  Lösungen  für  |  =  0  vornehmen. 

Hat  man  allgemein  die  Differentialgleichung  (3) 

\u"  -\-  pu'  -\-  qii  =  0  , 

wo  p  und  q  in  der  Umgebung  von  a;  =  oo  eindeutig  sind,  und  führt  |  = 

als  neue  unabhängige  Veränderliche  ein,  so  ist 

du  _  _du-^^^^u  _d^u'  du       , 

rfa;  "       (/^  ^   '    (/a;2  "~  di"^  ^   ~^  ^  d^  ^   ' 

die  Differentialgleichung  mit  der  unabhängigen  Variabein  |  lautet  demnach 

du         /l^ 


(37)  ^*^  + 


2|3-I^p(| 


rf^+9(^|J«=0 


und  es  sind  nun  die  Koeffizienten  dieser  Differentialgleichung  in  der  Um- 
gebung von  1=0  eindeutig.  Damit  die  Integrale  in  ^  =  0  nicht  unbe- 
stimmt werden,  ist  nach  den  Ergebnissen  der  Nummern  40.  41  not- 
wendig und  hinreichend,  daß  in  der  Umgebung  von  ^  =  0 

sei,  wo  ^4^1  (Dr  ^2(^)  gewöhnliche  Potenzreihen  von  |  bedeuten.    Setzen  wir 
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so  lautet  also  die  Form  der   Koeffizienten  p{x).  q{x)  in  der   Umgebung 
von  X  =  CO 


(38)  P(x)=>.Q,    V(x)       >3Q 


wo  ^Pi. ''32  gewöhnliche  Potenzreihen  von  x  ~^  sind.  Diese  Form  ist  also 
notwendig  und  hinreichend  dafür,  daß  die  Integrale  von  (3)  im  Punkte 
a;  =  C30  nicht  unbestimmt  werden. 

Die  determinierende  Fundamentalgleichung  der  Differentialgleichung 
(37)  für   t  -  0  lautet 

e(e  -  1)  -  ?[2  -  ^^{0)]  -r  ^^?2(0)  =  0  , 
oder 

^(e  +  l)-^i(0)p  +  $2(0)=0, 
sie  gilt    auch  als    determinierende   Fundamentalgleichung    von    (3)   für 
a;  =  00;  ihre  Wurzeln  geben  die  Exponenten  (von  x~'),  zu  denen  die 
Elemente  des  kanonischen  Fundamentalsystems  für  x  =  oo  gehören. 

Für  unsere  Gleichung  (36)  ^)  ergibt  sich,  daß  die  Lösungen  in  |^  =  0 
nicht  unbestimmt  werden,  und  daß  die  determinierende  Fundamental- 
gleichung 

die  Wurzeln  ±  k  besitzt.     Wir  schließen  daraus,  daß  die  Produkte 

x-^ix^  +  l)Ui,     x^{x^  4-  1)1*2 
in  X  =  00  je  einen  Pol  zweiter  Ordnung  besitzen,  also  ganze  rationale 
Funktionen  zweiten  Grades  sind.    Man  findet    aus  den  Rekursionsformeln 
die  Koeffizienten  dieser  ganzen  Funktionen  und  damit  für  «i,  u,  die  expli- 
ziten Darstellungen 

1  1  -|-  X^  '         -  1  4-  X^ 
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Aus  theoretischen  Gründen  wollen  wir  die  für  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung  dargelegten  Methoden  auf  Systeme  zu  übertragen  suchen. 
Wenn  für  das  System  (A) 

^  =  y\an -^  y-iozk  (t=i.2) 

die  Elemente  einer  Integralmatrix  Y  und  folglich  die  allgemeinen  Lö- 
sungen in  dem  singulären  Punkte  a  nicht  unbestimmt  sind,  und  es  bedeutet 
?)  die  zu  Y  für  einen  Umlauf  um  a  kogrediente  Gau chy sehe  Matrix, 
so  treten  in  den  Laurentschen  Reihen,   die  die  Elemente  der  Matrix, 

^)  die   übrigens  'durch  die  Transformation  ?  =  -  in  sich  selbst  übersreht. 
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0  =  fi~i  Y 
bilden,  negative  Potenzen   nur   in  endlicher  Anzahl  auf.      Die  Matrizen 
}    und  2)  sind  also  hier  in  bezug  auf  einen  Umlauf  um   a  von    der- 
selben Art.     Für  die  kanonische  Integralmatrix 

H  =  {x~a)^'0  , 
wo  also  Z  eine  der  drei  Formen  (63)   der  Nr.  39  (S.  156)  hat,  können 
wir   dann  die  in   den   r^,  r^  noch  willkürlichen   ganzen    Zahlen   so   ein- 
richten, daß 

1.  die  Elemente  von  0  in  der  Umgebung  von  z  =  a  holomorph 
sind, 

2.  diese  Elemente  nicht    alle  für  x  =  a  verschwinden. 

Es  seien  /-j,  ^j  schon  von  vornherein  so  gewählt ;  dann  sagen  wir, 
daß  die  kanonische  Matrix  H  zu  der  Exponentenmatrix  £  gehöre,  und 
nennen  U  die  zu  x  =  a  gehörige  determinierende  Matrix,  die 
Gleichung 

(39)  \i:  —  Jr\=0 

die   zu   a;  =  a  gehörige  determinierende    Fundamentalgleichung. 
Nach  dem    Jacobischen  Satz   (Nr.  38)  ist 

(40)  i  H 1  =  const.  e/("»+"")'^ . 

Da  die  a,i  in  a;  =  a  nur  einen  Pol  haben  können,  ist  in  der  Umgebung 
von  X  =  a 

«n  +  a,,  =  ^^^^,  +  •  •  •  -f  -^^^^  +  ^^  +  ^^(:r  -  fl)  -f  ■  •  • , 

also 

\H\  =  const.  (a;  —  a)«iei-*(*-'')*^^   ""    -i^-" •  (p{x)  . 
wo  (p{x)  in  der  Umgebung  von  x  ~  a  holomorph  und  (p{a)  =|   0  ist.    Da 
x  =  a  für    \H\    keine  Unbestimn\theitsstelle    sein  kann,    so   muß   k -^  i 
sein,  d.  h.  ttii  +  «22  ^i'^^  i^  a:  =  a  höchstens  einen   Pol  erster  Ord- 
nung.    Wir   finden   also 

(41)  iHl  =  const.  (a;^a)"i^(a;) ,     95(0)  =}:  0  , 
wo 

Ol  =  ReSalflii  -f  022 ) 

ist.     Für  die  Cauchysche  Matrix  [x  —  o)"^  [ergibt  der   Jacobische  Satz 

ll  (a;  —  a)^  \  =  const.  (a;  —  ö)''-  »■' , 
endlich  haben  wir 

10;  =  {x  —  aY'tpix), 
wo  r  ^  0  und  rp{x)  in  der  Umgebung  von  x  =  a  holomorph  und  y<{a)4  0 
ist.     Da  aber 

\H\=\{x-a)^\\0\ 
ist,  so  finden  wir 

r  =  Res,,  («11  +  «.22)  —  (r,  +  ^2)  ^  0  . 
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Wenn   /•  >  0  ist,   so   vorschwindot    die   Determinante  der   Anfangskoeffi- 
zienton  ^)  der   <fn^.     D.  h.  wenn  in  der  Umgebung  von  x  =  a 

Vik  =  <P^!k+<P?tHx  —  a)  +  ..  . 
gesetzt  wird,   ist 


=  0, 


aber  nach  der  Voraussetzung  2.  sind  nicht  alle  vier  Elemente  9?^'^  gleich 
Null.  Ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit  können  wir  annehmen, 
daß  etwa  ^p^j'j'  -\-  0  und  insbesondere  (pf^  ^  1  ist.  Wir  ziehen  dann  aus 
'^12'  9m  •^iP  höchste  Potenz  von  x  —  a,  die  in  beiden  enthalten  ist, 
heraus,  es  sei  diese  (a-^ö)",  dann  kommt  das  darauf  hinaus,  daß  wir 
0  in  die  P'orm    setzen: 

'P  =  *  (0(:r-a)., 
und  in  der  Matrix  0  sind  die  Elemente  der  ersten  Spalte  dieselben  wie 
in  0,  während  in  der  zweiten  Spalte  sicher  nicht  die  Anfangsglieder 
beider  Elemente  verschwinden.  Ist  9?i2(^)  =  0,  so  hat  die  Determinante 
der  Anfangskoeffizienten  für  0  den  von  Null  verschiedenen  Wert  1  •  9522(0). 
Ist    ^12(0)  t  0,   so  bilden   wir 

dadurch  wird  die  erste  Spalte  nicht  geändert  und  in  der  zweiten  Spalte 
ist  9912(0)  =  0.  Ist  9922(0)  =t=  0,  so  hat  die  Determinante  der  Anfangs- 
koeffizienten in  0  einen  von  Null  verschiedenen  Wert,  ist  9?22(<2)  =  0, 
so  kann  wie  bei  0  die  höchste  in  pi2  ^^^  ^22  auftretende  Potenz  von 
X  —  a  herausgezogen  werden.  Setzen  war  dieses  Verfahren  fort,  so  kann 
der  Fall,  daß  die  Elemente  der  zweiten  Spalte  gleichzeitig  verschwinden, 
nur  eine  endliche  Anzahl  von  Malen  auftreten,  da  ja  in  ]  0  ]  keine  höhere 
Potenz  von  x  —  a  als  die  r-te  steckt.  Wir  kommen  also  schließlich  zu 
einer  Darstellung  von  der  Form 

0  =^  'P   G  , 
wo  die  Determinante  der  Anfangskoeffizienten  von  ^^'  nicht  verschwindet, 
und  G  aus  Matrizen  von  der  Form 

^Iconst.N        /l    0 

^0      1     j '      [i{x  —  a)9j 
zusammengesetzt  ist.    Die  Determinante  |  G  ]  ist  eine  Potenz  von  x —  a. 
Gehen  wir  dann  von  (A)  durch  die  Transformation 

2/2  =  hgl%  +  22^22 

•)  d.  h.  der  von  (x  —  a)  freien  Glieder. 
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zu  dem  Differentialsystem   von  derselben  Art 

,  dzk 

(A  )  dx  ^  ^^^*  "*"  ^■-  -^' 

über,  so  hat  dieses  die  kanonische  Integralmatrix 

und  in  W  ist  die  Determinante  der  Anfangskoeffizienten  von  Null  ver- 
schieden. 

Wir  können  also,  wenn  r  >  0  ist,  durch  eine  Transformation  von 
der  Form  (42)  stets  zu  einem  Differentialsystem  (A')  von  derselben  Art 
übergehen,  füi*  das  die  dem  r  entsprechende  Zahl  gleich  Null  ist. 

Bilden  wir  die  derivierte  Matrix  von  Z,  so  ist  nach  der  Derivation.s- 
formel  (D)  der  Nr.  39 

(43)  D^Z=B  =  «/^   1    ^     ^f  +  D^^J ; 

die  Elemente  von  ^F  sind  holomorph,  und  da  j  JJ^*  |  im  Punkte  a  von  Null 
verschieden  ist,  sind  auch  die  Elemente  von  ¥'^^,  und  folglich  die  von 
Z)^^^  holomorph.  Wir  sehen  also,  daß  die  Koeffizienten  b^  des  Differential- 
systems (A')  in  X  =  a  höchstens  einen  Pol  erster  Ordnung  haben,  also  ist 
(A')  ein  für  a;  =  a  kanonisches  System. 
Es  sei  in  der  Umgebung  von  x  =  a 

dann  liefert  die  Gleichung  (43)  oder 

WB(x  —  a)  =  L'^+{x  —  a)  ^, 

indem  wir  beiderseits  die  Koeffizienten  gleich  hoher  Potenzen  von  r  —  a 
vergleichen,  durch  die  absoluten  Glieder 

(44)  Wi^'S  -=  Z'f'f"^ 
und  durch  die  Koeffizienten  von  {x — ■  a)'"^^ 

(45)  ip<.-^\)S  +  J//(0)5(w)  _|.  yi(i)ß(v-i)  + ^  Jf/(w)ß(0) 

=.  ZiJM^+i)  +  (r  -f  1)  ijn^+u  ,  (v=.).i.2....) 

Aus   (44)  ergibt  sich 

S  =  'F^'»-  1  •  I  ■  ^<ö) , 
d.  h.  die  determinierende  Matrix  Z  ist  mit  der  Residuenmatrix  ^'  der 
Koeffizienten  b^i  ähnlich  und  zwar  ist  Z  einfach  die  kanonische  Form  dor 
Matrix  ^S'.  Insbesondere  ist  |  «S"  —  Ir\  =0  die  determinierende  Fun- 
damentalgleichung. Hat  man  Z  auf  diese  Weise  bestimmt,  so  liefert 
(45)  eine  Rekursionsformel  zur  Berechnung  der  Koeffizientenmatrix 
ip<"+^^   aus    ¥^(0)  e//(i)  ;//{.\      Diese  Berechnung   stößt    auf  keinerlei 

Schwierigkeit,  wenn  die  Determinante  der  Koeffizienten  Vu"^^^  von  Null 
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verschieden  ist.  Es  erübrigt  sicli,  hier  eine  vollständige  algebraische 
Diskussion  dieser  Rekursionsforrncl  zu  geben,  da  wir  ja  von  den  Reihen 
Vik  ausgegangen  sind ;  man  findet  eine  solche  —  in  noch  allgemeineren 
Fällen  —  bei  Hörn  ^).  Wir  begnügen  uns  mit  der  Feststellung,  daß  in  dem 
,  hier  betrachteten  Falle  die  Berechnung  der  determinierenden  Matrix  £ 
und  der  Koeffizienten  der  Reihenentwicklungen  y)^^  aus  den  Entwicklungs- 
koeffizienten der  b^t  auf  algebraische  Weise  möglich  ist. 

Nicht  für  jedes  im  Punkte  x  =  a  kanonische  System  ist  die  Be- 
dingung erfüllt,  daß  die  Determinante  der  Anfangsglieder  in  der  Matrix 
^  von  Null  verschieden  ist.  Aber  man  kann  dies  durch  eine  Transfor- 
mation von  der  Form  (42)  stets  erreichen.  Wir  sagen,  wenn  dies  der  Fall 
ist,  das  System  (A')  habe  in  a;  —  a  die  Normalform.  In  diesem  Falle 
lautet  also  die  Entwicklung  einer  beliebigen  Integralmatrix  in  der  Um- 
gebung von  X  =  a 

(46)  r{x  —  a)5(V^(0)  _|_  ?/iM)(a;  ~  a)  +  •  •  •)  , 

wo  jTeine  beliebige  konstante  Matrix,  S  die  Residuenmatrix  der  bi^.  und  U*^^^ 
eine  Matrix  mit  nicht  verschwindender  Determinante  bedeutet.  Wir  sehen 
hier  das  vollständige  Analogon  zu  der  Entwicklung  (IVa)  der  Nr.  34  (S.  128). 

Wir  bemerken,  daß  die  Erörterungen  dieser  Nummer  vorwiegend 
theoretische  Bedeutung  haben,  indem  sie  von  der  Entwicklung  der 
Lösungen  ausgehend  die  Transformation  auf  die  Normalform  zeigen. 
Wenn  ein  vorgelegtes  Differentialsystem  daraufhin  untersucht  werden 
soll,  ob  seine  Lösungen  sich  in  einem  singulären  Punkte  x  =  a  bestimmt 
verhalten,  so  ist  es  am  bequemsten,  die  Transformation  auf  eine  lineare 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  auszuführen.  Ergibt  sich  für  diese 
die  Form  (B),  so  stellt  man  nach  den  Methoden  der  Nr.  42  das  kanonische 
Fundamentalsystem  her;  dieses  bildet  dann  mit  seinen  Ableitungen  eine 
Integralmatrix,  auf  die  man  die  Methode  dieser  Nummer  anwenden  und 
auf  diese  Weise  zu  einem  System  von  der  Normalform  gelangen  kann. 


45.    Riccatische  üifferentialg:leicliuii^  und   beliebige  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  ')• 

Die  in  den  Nrn.  40,  42  für  lineare  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung  abgeleiteten  Resultate  sollen  nunmehr  zunächst  auf  die  Ric- 
catische Differentialgleichung  übertragen  werden. 

')  J.  Hörn,  Mathematische  Aanalen  39  (1891),  S.  391  ff. 

*)  Vgl.  für  diese  Nummer:  Fuchs,  Berliner  Sitzungsberichte  1885,  S.  279 ff., 
Werke  II,  S.  391:  Briot  et  Bouquet,  Journal  de  lEcole  Polyt.  Cah.  36,  (1856), 
S.  iBlff.;  Poincare,  ebenda.  Cah.  45.  (1878).  S.  13ff.:  Ko  eni'gsberger,  «Lehr- 
buch etc.,  S.  373 ff. 
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Machen  wir  in  der  Differentialgleichung  (B)  (S.  165)  die  Substitution 

log 

dx 


(47)  y=(x-a)"^^°?".    «=/ 


dx 


SO  ergibt  sich 

du  y        f^~dx 

dx       X  —  a  ' 

^«  _  I    y'     ,   J   ^y ^^_i  J£c 

dx^       \{x  —  a)"^       X  —  adx       \x  —  aY\ 
und  ^omit  für  y  die  Ricca tische  Differentialgleichung 

^     '       dx  X  —  a 

Bedeuten  Wj,  u^  irgendein  Fundanientalsystem  von  (B).  yj.  y^  ^i\\- 
kürliche  Konstanten,  so  ist 

das  allgemeine  Integral  \on  (48).  Der  Punkt  x=^a  ist  also  auch 
für  die  Integrale  der  Riccatischen  Gloichung  (48)  kein 
Punkt  der   Unbestimmtheit. 

Die  Form  (48)  ordnet  sich  dem  Falle  unter,  wo  in  einer  Differential- 
gleichung 

die  Funktion  /(a:,  y)  unabhängig  von  y  unendlich  wird,  während  ihr  rezi- 
proker Wert  im  allgemeinen  holomorph  bleibt,  ein  Fall,  der  in  der  Nr.  10 
ausgeschlossen  worden  war,  weil  er  zu  einer  festen  Singularität  führt. 
Wir  können  nunmehr  die  Beschaffenheit  der  Integrale  von  (48)  in  der 
Umgebung  von  x  =^  a  vollkommen  angeben. 

Es  seien  Wj,  u^  die  beiden  Elemente  des  zu  x  =  a  gehörigen  kano- 
nischen Fundamentalsystems,  wie  sie  in  der  Nr.  42  aufgestellt  worden 
sind.  Dann  ist,  falls  beide  Integrale  in  Reihenform  darstellbar 
sind,  das  allgemeine  Integral  y  von  (48)  in  der  Umgebung  von  x  =  a 
in  der  Form 

^      _    Ax  —  ay^'^  Wi  +  c  ■{x  —  ay^^xp^  ^  ^2  +  c{x  — ay^~'-xpy 
y  —{x      a)     ^-  _  f^y,^^  _^  g  .  i^y.  _  ayiq)^  <p^  -f  c{x  —  ay^-*--(p-^ 

darstellbar,  wo  <p\-,  (p^-,  y>\-:  Wi  gewöhnliche  Potenzreihen  von  .r— ü  sind, 

die  füi'  a;  =  a  nicht  verschwinden,  und  c  =  ^^  die  willkürliche  Konstante 

bedeutet.  Das  allgemeine  Integral  ist  also  in  der  Umgebung  von  x  =  a 
nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  x  —  a  und 

\{x  —  a)'»-^'» 
entwickelbar.     Besonders  bemerkenswert  sind  die  beiden  Intogi-ale 
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rf  log  Ml  d  log  U2 

y,={x-a)      ^^      ,      y,={x-a)      ^^      , 

lio  in  der  Umgebung   von  x  =  a  die  Form: 

^1  =  ^1  +  ^i(^  —  tt)  +  <52(x  —'0)2+  •  •  • , 
2/2  =  ^2  +  Siix  —  a)  +  £2(0;  —  a)2  +  •  •  • 
haben,  also  daselbst  holomorph  sind  und  in  a;  =  a  beziehungsweise  die 
Worte  Tj,  /-j  annehmen. 

Für  die  Wertepaare  x  =  a,  y  =  t\  und  a*  =  a,  y  =  r^  fällt  in  der 
Entwicklung  des  Zählers  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (48)  nach  Po- 
tenzen von 

X  —  a,    y  —  /"i  beziehungsweise  x  —  a,    y  —  r^ 
das  konstante  Glied  weg,  da  ja  /-j,  /-g  die  Wurzeln  der  Gleichung  (22) 
(.({>- l)  +  ^i(0)?  + ^2(0)  =0 

dv 
sind ;  der  Differentialquotient  -,-  erscheint  also  für  diese  Wertepaare  in 

der  unbestimmten  Form  k,  ein  Fall,  der  bei  den  allgemeinen  Unter- 
suchungen des  zweiten  Kapitels  ebenfalls  ausgeschlossen  war.  Wir  sehen 
hier  zugleich  wieder  ein  Beispiel  für  die  in  der  Nr.  13  (S.  49)  erwähnte 
Möglichkeit,  daß  ein  gewisses  Integral,  das  für  x  =  x  den  Wert  y  =  y 
annimmt,  in  der  Umgebung  von  x  =  x  holomorph  bleiben  kann,  obwohl 

dv 
für    dieses    Wertesystem    der    Differentialquotient    j    in    unbestimmter 

Form  erscheint. 

Wenn  die  Entwicklung  des  Integrals  u^  in  der  Umgebung  von 
X  =  a  einen  Logarithmus  enthält,  so  ist  r-y  —  ^2  =  ?  Null  oder  eine  posi- 
tive ganze  Zahl;  in  diesem  Falle  lautet  die  Darstellung  des  allgemeinen 
Integrals  in  der  Umgebung  von  a;  =  a: 

=  /    _      c(a:  —  aY^-^^\  -\-{x  —  aY^'^-'^JXx  -f  Xg  '  (^  —  g)log i^  —  <»)] 
y  -{X      a)  ^^^  _  ^y^  ^^  ^  (^  _  ay^-s[(p^  +  ^2  log  {x  —  a)] 

^  Xi  +  X2  •  (^  —  a)  log  {x  —  a)-\-c{x  —  a)g v>i 

wo  <Pi-,  tpi,  <P2i  ^^21  Xii  72  gewöhnliche  Potenzreihen  von  {x  —  a)  bedeuten, 
von  denen  9^1,  tp^  für  a:  =  a  von  Null  verschiedene  Werte  haben,  während 
Xi,  Xs  und  (p2,  fpz  im-  X  =  a  nicht  gleichzeitig  verschwinden.  In  diesem 
Falle  ist  also  y  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  x  —  a  und  log  {x  —  a) 
entwickelbar.  Dem  Integrale  Wj  entsprechend,  gibt  es  ein  in  der  Um- 
gebung von  X  =  a  holomorphes  Integral 

y  =(a;_a)— ^"^  =/-i  +  di{x  —  a)  +  özix  —  af  +  •  •  •, 
das  für  x  =  a  den  Wert  r^  annimmt. 
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Wir  woUen  den  Fall,  wo  r^  —  r^  weder  eine  ganze  Zahl  noch  Null 
ist.  als  den  allgemeinen  etwas  näher  ins  Auge  fassen. 
Setzt  man 

(49)  x  —  a=^,y  —  ri=r), 

wo  X  eine  der  Zahlen  1,  2  bedeutet,  so  ist  in  der  Umgebung  von  ^  =  0. 

y''+  ['^rix  -  a)  -  i]y  +  %(x  ~  a)  =  -  a^  -  ß7j  -[$,r]], . 
woselbst 

-ß  =  2r,  +  ^i(O)  —  1  =  2o  -  (r,  +  r,) 

ist  und  [I,  r}]^  die  Gesamtheit  der  Glieder  zweiter  und  höherer  Dimension 
in  I,  T]  bedeutet.     Die  Differentialgleichung 

(50)  ^  ^  =  Ol  +  ^^  +  [^,  rj], 

besitzt  demnach  ein  und  nur  ein  in  der  Umgebung  von  ^  =  0  holomorphe> 
Integral 

T],  =  d,i  +  d^e  +  •  •  • , 
das  für  I  =  0  verschwindet.  Die  Voraussetzung,  daß  r^  —  r^  weder  gleich 
Null  noch  gleich  einer  ganzen  Zahl  sei,  bedingt  für  ß,  daß  diese  Größ»^ 
keine  ganze  Zahl  sein  kann.  Wenn  ß  eine  negative  ganze  Zahl  oder  Null 
ist,  so  gibt  es,  wie  wir  gesehen  haben,  noch  immer  ein  in  der  Umgebune: 
von  X  =  a  holomorphes  Integral  der  Differentialgleichung  (48),  das  für 
X  =  a  den  Wert  r^  annimmt,  denn  dann  ist  r^  eben  diejenige  Wurzel  der 
determinierenden  Fundamentalgleichung  (22),  deren  reeller  Teil  nicht 
kleiner  ist  als  der  der  anderen  Wurzel.  Ist  ß  keine  positive  ganze  Zahl 
und  der  reelle  Teil  von  ß  positiv,  so  ist  das  allgemeine  Integral  von  (50) 
nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  |  und  $^  entwickelbar.  Wir  haben 
also  den  Satz: 

Die  Differentialgleichung  (50),  die  aus  (48)  durch  die 
Substitution  (49)  hervorgegangen  ist,  besitzt,  wenn  ß  keine 
positive  ganze  Zahl  ist.  ein  und  nur  ein  mit  |  zugleich  ver- 
schwindendes und  in  der  Umgebung  von  ^=0  holomorphes 
Integral. 

Der  besondere  Charakter  der  Differentialgleichung  (50)  als  Ric- 
ca tischer  Gleichung  gibt  sich  darin  kund,  daß  das  Aggregat  [|.  ry],  nur 
die  erste  und  zweite  Potenz  von  jj  enthalten  kann.  Der  eben  ausge- 
sprochene Satz  gilt  aber  unabhängig  von  diesem  Umstände,  d.h.: 

Wenn  in  der  Differentialgleichung  (50)  die  rechte  Seite 
eine  beliebige  in  der  Umgebung  von  |  =0,  »/  =  0  konvergente 
gewöhnliche  Potenzreihe  ohne  konstantes  Glied  bedeutet, 
worin  der   Koeffizient   ß  der  ersten   Potenz  von   rj  keine  posi- 
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iive  ganze  Zahl  ist,  so  besitzt  diese  Differentialgleichung 
ein  und  nur  ein  mit  |  gleichzeitig  verschwindendes  und  in 
der    Umgebung    von  ^—0  holomorphes    Integral. 

Der  Beweis  dieses  von  Briot  und  Bouquet  herrührenden  Satzes 
ist  äußerst  einfach. 

Setzen  wir  nämlich 

rji  -=  ö^^  +  öal^  -i-  •  ■  ■ 
m  die  Differentialgleichung  (50)  ein,  so  ergibt  sich 

t=ii  t=i  it=i 

Die  Vergleichung  der  Koeffizienten  der  gleichhohen  Potenzen  von 
^  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  liefert  für  A;  =  1: 

und  allgemein 

kdk  —  ßök  +  9t(<3j,  Ö2,  •  .  •  ,  dk~i) , 
wo  (pi.  eine  ganze  rationale  Funktion  der  öj,  ^g»  •  •  •  >  ^t-i  bedeutet,  deren 
Koeffizienten  sich  aus  a,  ß  und  den  Koeffizienten  von  [|,  ?;].,  ganz  und 
rational  zusammensetzen. 
Die  Rekursionsfonnol 

dk  =   ^— ^      -^ j (ifc=l,2,...:fJ.,=0) 

liefert  stets  endliche  bestimnite  Werte  für  die  dt,  da  zufolge  unserer  Vor- 
aussetzung ß  keine  positive  ganze  Zahl,  also 

k—ßz^O 
ist.    Um  die  Konvergenz  der  so  formal  hergestellten  und  die  Differential- 
gleichung (50)  befriedigenden  Reihe  zu  erweisen,  vergleichen  wir  die  dt 
mit  den  durch  die  Rekursionsformel 

nyk  =  ßyk  +  95i(7i,  y^,  •  •  • ,  yt—i)  (i=i,2,...:  ro=o) 

definierten  Größen  y^. 

Diese  y^  sind,  wie  man  sofort  übersieht,  nichts  anderes  als  die  Koef- 
fizienten der  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  ^  fortschreitenden 
Entwicklung  derjenigen  Lösung  der  Gleichung 

nz^a^  +  ßz  +  [I,  z]2  , 
die  für  |=0  verschwindet.     Nach  dem  Satze    von    der    impliziten 
Funktion  besitzt  nämlich  eine  Gleichung  von  der  Form 

^(1,  2)  =  0  , 
wo  ^(f,  2)  eine  in  der  Umgebung  von  |  =  0,  ;i  =  0  konvergente  gewöhn- 
liche Potenzreihe  bedeutet,  die  kein  konstantes  Glied  enthält,  stets  eine 
und  nur  eine  Lösung  2,  die  in  der  Umgebung  von  |  =  0  holomorph  ist 
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und  für  ^  =  Q,  verschwindet,  vorausgesetzt,  daß  der  Koeffizient  der  ersten 
Potenz  von  z  in  ^(^,  z),  d.  h. 

2-».0 

einen  von  Null  verschiedenen  Wert  bat.     Also  konvergiert  die  Reihe 

in  der  Umgebung  von  ^  =  0  jedenfalls,  wenn 

/i  —  /9  4=  0 
ist. 

Wenn  nun  der  reelle  Teil  von  ß  negativ  ist,  so  nehmen  wir  n  =  1; 
ist  dagegen  der  reelle  Teil  von  /5  positiv,  so  wählen  wir  n  als  diejenige  be- 
stimmte positive  ganze  Zahl,  für  die  der  reelle  Teil  von  n  —  ^  dem  absoluten 
Betrage  nach  kleiner  als  \  ist.  Es  sei  /3  in  seinen  reellen  und  imaginären 
Bestandteil  zerlegt: 

^  =  /^i  +  h^  ; 
dann  ist  für  ein  positives  ganzzahliges  / 

\n±  ?^-ß\^={n  —  ß,r±2k{n-ß^)  +  X^  +  ßl, 
also,  da 

A^l,    \n-ß,\  <l 
ist, 

A2  ±  2A(n  —  /5i)  >  0  , 
und  folglich 

\n  ±  ^  —  ß\  >  \n  —  ß\.  (i=i.2....) 

Wir  haben  also  für  k^  n 

1^*1  <! r^^Tß I 

d.  h.  I  dt  j  <  I  yfc  I  ,  und  somit  ist  die  Konvergenz  der  Reihe 

erwiesen.    Es  erübrigt  noch,  den  Beweis  der  Unität  zu  liefern. 

Nehmen  wir  an,  die  Differentialgleichung  (50)  besäße  noch  ein 
zweites  für  ^  =  0  verschwindendes  und  in  der  Umgebung  von  ^  =  0 
holomorphes  Integral 

1=1 
dann  folgte  für  die  Differenz 

aus 


b 


4  .    Der  Kuchssche  Typus  ]91 

^  ^1   =  ^'^  +  ß^  +  [^.  Cla 
die  Differentialgleichung 

^^  =  ^2  +  2(T,|  +  r2^2+    •••)• 

Nnn  läßt  sicli  c  in  der  Umgebung  von  x  =  a  jedenfalls  in  der  Form  ^ 

darstellen,  wo  m  eine  positive  ganze  Zahl  w^  1  bedeutet;  dies  in  die 
Differentialgleichung  für  z  eingesetzt,  gäbe 

es  müßte  folglich 

ß  =  m, 
d.  h.  ß  eine  positive  ganze  Zahl  sein,  wider  die  Voraussetzung. 

Wie  Poincare  gezeigt  hat  ^),  gilt  für  die  allgemeine  Differential- 
gleichung (50)  auch  der  Satz,  daß  ihr  allgemeines  Integral  in  der  Um- 
gebung von  1=0  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  ^  und  |^  ent- 
wickelt werden  kann,  wenn  ß  keine  positive  ganze  Zahl  und  der  reelle 
Teil  von  ß  positiv  ist ;  wir  geben  den  Beweis  dieses  Satzes  hier  nicht  wieder, 
da  es  uns  nur  darauf  ankam,  zu  zeigen,  wie  die  Methoden,  die  für  die  Unter- 
suchung des  Verhaltens  der  Integrale  der  Riccati  sehen  Differential- 
gleichung in  der  Umgebung  der  singulären  Stellen  entwickelt  worden  sind, 
auf  die  Untersuchung  der  Integrale  beliebiger  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  in  der  Umgebung  der  festen  singulären  Stellen  über- 
tragen werden  können.  Während  aber,  wie  sich  aus  dem  Folgenden  er- 
geben wird,  für  die  Riccatische  Gleichung  aus  dem  Verhalten  der  Inte- 
grale in  der  Umgebung  der  (festen)  singulären  Stellen,  auf  deren  Verlauf 
in  der  ganzen  Ebene  der  unabhängigen  Variabein  geschlossen  werden 
kann,  ist  dies  für  die  allgemeine  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
mit  beweglichen  Verzweigungspunkten  nicht  in  derselben  Weise  möglich. 


46.    Der  Fuchssclie  Typus. 

Wir  wollen  nun,  ähnlich  wie  in  der  Nr.  34  für  eine  Differentialglei- 
chung erster  Ordnung,  den  Fall  betrachten,  wo  die  Lösungen  des  Systems 
(A)  bez.  einer  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  in  der  ganzen 
Ebene,  den  unendlich  fernen  Punkt  mit  eingeschlossen,  keinen  Punkt 
der  Unbestimmtheit  besitzen,  und  beginnen  mit  der  Untersuchung  der 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  (3)  (S.  160). 

^)  H.  Poincare.  Journal  de  TEcole  polyt.,  Cah.  45,  S.  13. 
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Es  seien  p(x),  g{x)  allenthalben  eindeutige  Funktionen  von 
X.  Dann  müssen  p{x),  q{x)  in  der  Umgebung  eines  jeden  im  endlichen  ge- 
legenen singulären    Punktes   a   die   Form 

in  der  Umgebung  des  unendlich  fernen  Punktes  die  Form  (38)  (S.  181)  haben. 
Daraus  folgt  (vgl.  den  analogen  Schluß  in  der  Nr.  34),  daß  p{x),  glx) 
rationale  Funktionen  von  x  sein  müssen,  und  daß  die  im  endhchen  ge- 
legenen singulären  Punkte  (deren  Anzahl  g  natürlicherweise  eine  end- 
liche ist)  üj,  02,  ...  .  öo  Pole  erster  Ordnung  von  p{x)  und  Pole  zweiter 
Ordnung  von  q{x)  sind.  Aus  der  für  x  =  cc  geltenden  Form  (38)  ergibt 
sich  ferner,  daß  der  Zähler  von  p{x)  höchstens  vom  Grade  o  —  1,  der 
Zähler  von  q{x)  höchstens  vom  Grade  2a  —  2  sein  darf;  wir  prhalten 
also  für  die  Koeffizienten  von  (3)  die  Form: 

s(x)  h{x) 

(51)  p{x)=    ,   ^^   '        ,    g{x)=    ^      '   '         , 

n{x  —  ak)  n{x  —  akf 

k=\  t=l 

WO  aj,  «27  •  •  •  1  öö  sämtlich  voneinander  verschieden.  g{x),  h{x)  ganze 
rationale  Funktionen,  die  erste  höchstens  vom  {o  —  l)ten,  die  zweite 
höchstens  vom  (2(T — 2)ten  Grade  sind. 

Von  einer  Differentialgleichung  (3),  deren  Koeffizienten  rationale 
Funktionen  von  der  Form  (51)  sind,  oder  was  dasselbe  heißt,  deren  Inte- 
grale keinen  Punkt  der  Unbestimmtheit  besitzen,  sagen  wir,  daß  sie  zum 
Fuchsschen  Typus  gehöre.  Dieser  Typus  linearer  Differentialgleichungen 
wurde  nämlich  zuerst  von  Fuchs  in  seiner  im  66.  Bande  des  Crelleschen 
Journals  veröffentlichten  grundlegenden  Abhandlung  ^)  charakterisiert 
und  hat  seitdem  den  Gegenstand  der  Untersuchungen  von  Fuchs  selbst 
und  vieler  anderer  Mathematiker  gebildet.  Die  durch  diese  Untersu- 
chungen begründeten  Methoden  haben  zahlreiche  wichtige  Eigenschaften 
der  Lösungen  von  Differentialgleichungen  des  Fuchsschen  Typus  ent- 
hüllt, wir  werden  im  folgenden  einige  derselben  an  dem  Falle  der  Diffe- 
rentialgleichungen zweiter  Ordnung  und  an  einigen  speziellen  Fällen 
solcher  Differentialgleichungen  darlegen.  Man  bemerkt,  daß  die  in  der 
Nr.  43  behandelten  Beispiele  2.  und  3.  dem  Fuchsschen  Typus  angehören. 

Wir  beginnen  mit  der  Aufstellung  einer  Beziehung,  die  zwischen  den 
Wurzeln  der  zu  allen  singulären  Punkten  der  Differentialgleichung 

(52)  f :  +  «f\  f  +  "%  „  =  0  , 

y>{x)  =  {X  —  a,)(a:  —  a^)  .  .  .  (j  —  a«) , 
gehörigen  determinierenden  Fundamentalgleichungen  besteht. 

')  L.   Fuchs.   IHHö.  Werke   1.  S.  IfiUff. 
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Um  (Jio  zu  dorn  Punkto  x  =  a^  gdiöri^'c  (letfrminierenflo  FunfJa- 
iiiL'iiLalglcichung  aufzustellen,  setzen  wir  die  Differentialgleichung  (52) 
in  der  Umgebung  von  x  =  a^  in  die  Form  (|{)  (S.  1^15),  wir  schreiben  also 


-}- 


;'(•'•) 


,lu 


//(./■) 


indem  üll'enbar 


■'■  -     «k'  ./'(.'•)  ^■''  "^  "'^  ■  dx  -^  {X  --  Ukf  ■  ,p(xf  ^-^  -  «0'^  •  u  ^  0  , 


in  der  Umgebung  von  x  —  a^  holomorphe  Funktionen  sind.  Wir  haben 
ilann  die  Werte  dieser  holomorphen  Funktionen  für  x  =  u^in  bestimmen 
(entsprechend  den  Größen  ^,(0).  ^2(0)  in  der  Nr.  42);  sie  ergeben  sich 
sofort  in  der  Form 


lin,  «<;'  (.: 
x-»«,.V'(-r) 

,.    'h(x) 


aic)  = 


2_  Hak) 


^  (^^  =    dx 


W'Kakf 
Die  der  Gleichung  (22)  (S.  170)  entsprechende  Gleichung  lautet  dem- 


nach 

o{ak)  h{ak) 

und  wenn  wir  ihre  Wurzeln  durch  /j.],  /^q  bezeichnen,  ist 

giOk) 


(53) 


fkl   +  f'k2   = 


fp'iak) 


+  1 


Wir  bringen  ferner   die   Koeifizienten   von    (52)  in  der   Umgebung 
von  X  =  cc  auf  die  Form   (38) 

g{x)        1    x^-<^g{x)       h{x)        1    a;2-2a/i(a;) 


und  setzen 


ip{x)       x    x—^ipix)  '    y){x)'^       x^   x—^''tp{x)^ 
hm     -r^-T  =  a  ,    hm  — ^-7^0  =  ß  > 


dann  lautet  die  zu  a:  =  00  gehörige  determinierende  Fundamentalgleichung 

(j{Q+l)  —  aQ-^ß=0. 
Bezeichnen  wir  ihre  Wurzeln  durch  /v.  i7^cc2i  so  ist  also 

i^^i)  ^xi  +  /x2  =  a— 1. 

Nun  ist  in  Partialbrüche  zerlegt: 

g{x)  ^  |,  g(ai)  _       1^ 
V'(a;)      k=iW'M^  —  '^k' 


und  folglich 

Schlesinger,  Difierentialgleichungen. 


13 


I 


194  Sechstes  Kapitel.     Singulare  Stellen  der  Bestimmtheit. 

a  =  lim  X     ,   ,  =  Z      ,,        ■ 

addieron  wir  also  die  Gleichungen   (53)  für  /r  =  1,  2 a  zu    (54),   so 

kommt 

a 

E  (ai  +  a-2)  +  A-„i  4-  /'x2  =  ff  —  1 , 

und  dies  ist  die  gedachte  Beziehung,  die  man  als  die  Fuchssche  Re- 
lation zu  bezeichnen  pflegt. 

Für  Differentialsysteme  (A)  müssen  wir  uns  damit  begnügen,  eine 
hinreichende  Form  dafür  anzugeben,  daß  ein  solches  System  dem 
Fuchsschen  Typus  angehört.  Wir  erhalten  diese,  indem  wir  annehmen, 
daß  das  System  (A)  in  der  Umgebung  jeder  der  im  Endlichen  gelegenen 
singulären  Stellen  %,...,  a^  und  in  der  Umgebung  von  a;  =  oc  die  kano- 
nische Form  habe.     Um  die  letztere  Bedingung  in  Evidenz  zu  setzen. 

1 
machen  wir  in  (A)  die  Substitution  x  =  ^,  wodurch  dieses  System  in 

übergeht.  Für  dieses  System  ist  |  =  0  ein  regulärer  Punkt,  wenn  die 
Produkte  a^  ^^-  in  seiner  Umgebung  holomorph  sind,  und  das  System 
hat  in  I  =  0  die  kanonische  Form,  wenn  die  Produkte  «,1- 1~"  in  ^  =  0 
einen  Pol  erster  Ordnung  haben.    Auf  a:  =  oo  übertragen  finden  wir  also : 

1)  Der  unendlich  ferne  Punkt  ist  ein  regulärer  Punkt  des  Systems 
(A),  wenn  die  Entwicklungen  der  a,j.  in  der  Umgebung  von  j-  =  x  die 
Form  haben 

(55)  a^.  =  ^  +   ^  +  •  •  •  m  mf. 

2)  Das  Differentialsystem  (A)  hat  im  Punkte  x  =  oc  die  kanonische 
Form,  wenn  in  der  Umgebung  dieses  Punktes 

(56)  a,,  ^—      —-}-_+  -^   +  ...  m  inf. 

ist. 

Wenn  im  letzteren  Falle  (A)  überdies  für  o-  =  oo  die  Normal- 
form hat,  d.  h.  wenn  dies  für  (A")  bei  ,?  =  0  gilt,  so  hat  eine  Integral- 
matrix von  (A)  in  der  Umgebung  von  a*  =  oc  die  Gestalt 

(57)  g    0,+,, 

wo  die  Elemente  von  0a^i  in  der  Umgebung  von  .r  —  »  holomorph  sind 
und  1  ^o  +  \\  für  x  —  cc  einen  von  Null  verschiedenen  Wert  besitzt. 
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Nehmen  wir  nunmehr  noch  die  Bedingungen  hinzu,  daß  (A)  für  die 
im  Endlichen  gelegenen  singulären  Punkte  a^,  .  .  ,  a„  die  kanonische  Form 
haben  soll,  so  lautet,  also  (A) 

^      '  dx        ^^  y){x)         •^'^  ip(x) 

wo  die  gif.  vermöge  der  für  die  a-^.  geforderten  Form  (56)  ganze  rationale 
Funktionen  von  x  bedeuten,  deren  Grad  höchstens  gleich  (J — 1  ist.  Wir 
nennen  ein  solches  System  ein  schlechthin  kanonisches.  Der  be- 
sondere Fall  (T  =  1  ist  uns  schon  als  Cauchysches  Differentialsystem 
begegnet. 

Denken  wir  uns  die  Koeffizienten  von  (58)  in  Partialbrüche  zerlegt: 

'*         \p{x)         X  —  Ol  X  —  üa 

und  nehmen  wir  weiter  an,  daß  unser  System  nicht  nur  für  x  —  x. 
sondern  auch  für  jeden  der  im  Endlichen  gelegenen  singu- 
lären Punkte  die  Normalform  habe,  dann  sind  (siehe  Nr.  44) 
die  zu  den  Punkten  x  =  a.^  gehörigen  Residuenmatrizen  R^'^  mit  den 
determinierenden  Matrizen  ähnlich,  wir  haben  also  für  eine  Integral- 
matrix in  der  Umgebung  von  x  =  a.^  die  Darstellung 

(60)  {x  —  a,)R^'^  0, , 

wo  die  Elemente  von  0^  in  der  Umgebung  von  x  —  «.,  holomorph  sind 
und   1  0.^  I  für  x  =  a._,  nicht  verschwindet. 

Bedeuten    nun    r^^^ r'-^^    die    Wurzeln    der    determinierenden 

Fundamentalgleichung 

[/?(>)  _/rl  =0 

für  X  —  ö,,,  wo  wir  der  Einheithchkeit  zuliebe  den  unendlich  fernen  Punkt 
mit  a^^i  bezeichnen,  so  ist 

'1      i^  '^a  '11  ^  '22  ' 

und  da  sich  durch  Vergleichung  von  (56)  mit  (59) 

y  =  l 

ergibt,  so  haben  wir  für  die  Wurzeln  aller  determinierenden  Funda- 
mentalgleichungen die  Relation 

T(/-('^)  +  r^^)  =  0  , 

die  als  Übertragung  der  Fuchsschen  Relation  auf  Systeme  anzu- 
sehen ist. 

13* 
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Das  schlechthin  kanonische  System 

erscheint  als  unmittelbare  Verallgemeinerung  der  Differentialgleichung  (V) 

der  Nr.  .3/.. 


.  47.    Das  Integrjitionsprobleni.    Fimdamentalsubstitutionen. 

Für  oin  Differentialsysteni  bezw.  eine  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  des  Fuchsschen  Typus  sind  wir  in  der  Lage,  in  der  Um- 
gebung joder  singulären  Stelle  die  Entwicklungen  einer  Intogralmatrix 
herzustellen;  wir  haben  die  Rechnung  für  eine  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  in  allen  Einzelheiten  durchg»^führt.  für  kanonische  Diffe- 
rentialsysteme wenigstens  ihre  Durchführbarkeit  gezeigt.  Es  fragt  sich 
nun,  was  damit  für  das  Integrationsproblem  gewonnen  ist. 

Die  Aufgabe,  ein  Differentialsystem  (A)  des  Fuchsschen  Typus 
jiiit  den  singulären  Punkten  %,  ag,  .  .  .,  a„,  a„^i  =  oo  zu  integrieren,  wird 
als  gelöst  zu  betrachten  sein,  wenn  wir  etwa  die  durch  ihre  Anfangs- 
werte öik  in  dem  regulären  Punkte  x  =  Xq  charakterisierte  Integral- 
matrix 


Y=  i\Adx+  I) 


in  einem  beliebigen  a;-Punkte  zu  bestimmen  vermögen,  sofern  noch  der 
Weg  angegeben  wird,  auf  dem  die  Fortsetzung  von  Xq  nach  x  hin  erfolgen 
soll. 

Denken  wir  uns  wie  in  Nr.  34  (vgl.  Fig.  2,  S.  131)  durch  Legen  der 
Schnitte  l^,  /g,  .  .  . ,  /„  die  einfachzusammenhängende  Fläche  T  herge- 
stellt, so  ist  ein  von  Xo  nach  x  hingelegter  Weg  in  seiner  Wirkung  auf  dio 
Wertbestimmung  der  Integralmatrix  )  nur  abhängig  von  der  Reihen- 
folge und  dem  Sinne,  in  denen  dieser  Weg  die  Schnitte  I^.  ...,/„  über- 
schreitet. Bezeichnen  wir  mit  )  ^  die  auf  einem  in  T  verlaufenden 
Wege  s  erstreckte  Integralmatrix: 


yr={s)j\Adx-^  /)') 


so  sind  ihre  Elemente  in  jedem  Punkte  von  T  eindeutig  bestinunl.  Lassen 
wir  nun  x  einen  Umlauf  (v^  um  a^  vollziehen,  der  den  Schnitt  1^  einmal 
im  positiven  Sinne  (Nr.  34)  übersclireitet,  so  verwandelt  sich   )  ^  in 

H.Yt, 


^)  Wenn   es   der  Deutlichkeit   wegen  erforderlich   ist.    wird    der  Integrations- 
weg dem  Produktintegralzeichen  in  Klammern  vorgesetzt. 
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wo  i>^  ^)  eine  konstante  Mutrix  mit  niclit  verscliwiiuiciidcr  Dotorniinante 
bedeutet,  die  wir  als  die  zu  l^  gehörige;  Fundarnentalsubstitution 
der  Integralmatrix  )  bezeichnen,  f^^in  ^'-maliges  Vollziehen  des  Umlaufs 
i\\  liefert  Si^  )  3-,  und  wenn  «-„  einmal  im  entgegengesetzten  Sinne  durch- 
laufen wird,  geht  )'j<  in  Si~^  )  y  über.  Es  sei  nun  S  ein  beliebiger  Weg, 
von  dem  wir  wissen,  da(3  er  sich  zusammensetzen  läßt  aus  dem  in  T  ver- 
laufenden Wege  von  rro  nach  x  und  dann  der  Reihe  nach  aus  den  Um- 
läufen w„,  ^'„-liial,  Wß,  ^^-mal,  .  .  .,  Wj,^,  gi  mal,  wo  a,  /?,...,  A  Zahlen  der 
Reihe  1,  2,  . . . ,  ff  und  g^,  gß-,  ■  -  ■ .  gx  positive  oder  negative  ganze  Zahlen  be- 
deuten in  dem  Sinne,  daß  der  Umlauf  w„  als  —  |  g,^  |-mal  beschrieben 
gilt,  wenn  er  |g„l-inal  im  negativen  Sinne  vollzogen  wird.  Dann  ist  das 
auf  nnsererii  Wege  .S"  erstreckte  Produktintegral 

(61)  iS)  j'^Adx  +  /)  =  ß^ßf  .  .  .  Sil^  Yi' , 

wobei  aber  jetzt  die  Reihenfolge  der  a,  ß,  .  .  . ,  k  im  allgemeinen  wesentlich 
ist,  so  daß  also  in  der  Zahlenfolge  a,  /S,  .  .  . ,  A  sehr  wohl  zwei  nicht  un- 
mittelbar benachbarte  Zahlen  einander  gleich  sein  können,  ohne  daß 
es  gestattet  wäre,  die  bezüglichen  Potenzen  des  betreffenden  Si^  mit- 
einander zu  vereinigen.  Nur  in  dem  ganz  speziellen  Falle,  wo  die  S2.^ 
miteinander  vertauschbar  sind,  ist  die  Reihenfolge  gleichgültig,  wie  das 
z.  B.  für  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  (Nr.  34)  der  Fall  war. 
Wir  denken  uns  nun  einmal  /y  in  der  Umgebung  von  x  =  Xq  nach 
Potenzen  von  x  —  Xq  entwickelt: 

(62)  Yt  =  Y(0)  +  YW{x  —  x^)  +  Y(^Hx  —  Xof  +  •  •  •  =  ^  ; 

diese  Entwicklung,  deren  Herstellung  vermöge  der  Rekursionsformel  sehr 
einfach  ist,  konvergiert  gewiß  bis  zu  dem  Xq  am  nächsten  gelegenen  sin- 
gulären  Punkte,  es  sei  dieser  a^-  Wir  stellen  uns  dann  die  in  der  Umgebung 
von  a,.  gültige  Entwicklung  einer  Integralmatrix  H^.  nach  dem  in  der 
Nr.  42  für  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung,  in  der  Nr.  44  für 
Systeme  in  der  Normalform  gelehrten  Verfaliren  her,  wobei  zu  bemerken 
ist,  daß  wir  für  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  als  Integral- 
matrix die  Elemente  eines  Fundamentalsystems  u^,  1*2  und  ihre  Ab- 
leitungen Ui,  u'2:  also 

aufzufassen  haben.  Als  If^  hätten  wir  also  in  diesem  Falle  das  zu  %.  ge- 
hörige kanonische  Fundamentalsystem  und  seine  Ableitungen  zu  wählen. 
Die  gedachte  Entwicklung  hat  dann  die  Form 


')  Wir  schreiben  il..  statt  ii^''';   die  Elemente   dieser  Matrix  sollen    mit   ta{''^ 
bezeichnet  werden. 
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(63)  '  Hk^ix  —  akfi^^k, 

wo  n,.  ^)  im  Falle  des  Differentialsystems  von  der  Normalform  einfach 
die  z\x  X  =  flyt  gehörige  Residuenmatrix  bedeutet,  und  die  Elemente  von 
^^.  holomorph  sind  in  einem  Kreise  mit  dem  Mittelpunkt  a^.,  der  bis  zu  dem 
Gjt  am  nächsten  gelegenen  singulären  Punkte  a,  hin  reicht;  den  in  (x — Qk)^'' 
enthaltenen  mehrdeutigen  Potenzen  und  Logarithmen  von  x  —  a^  legen 
wir  innerhalb  T  ihre  Hauptwerte  (siehe  Nr.  10)  bei.  Der  Kon- 
vergenzkreis der  Matrix  0^  hat  mit  dem  Konvergenzkreise  der  Matrix  0 
sicher  ein  Gebiet  y  gemein.    In  diesem  Gebiete  gilt  die  Relation 


h,. 


(64)  0  =Bk{x~-akf'(P 


wo  Bj^  eine  konstante  Matrix  nicht  verschwindender  Determinante  bedeutet. 
Die  Elemente  von  B^  kann  man  berechnen,  indem  man  in  (64)  für  x 
irgendeinen  Wert  x-^^  des  gemeinsamen  Konvergenzgebietes  y  wählt.  Wenn 
die  Reihen  0  noch  im  Punkte  ö,;  selbst  konvergieren,  so  ist  es  am  be- 
quemsten 2),  diesen  Punkt  selbst  als  x-^^  zu  wählen,  weil  sich  dann  die 
Elemente  von  0^  auf  ihre  Anfangsgheder  reduzieren  ^). 

Danach  können  die  B^,  als  bekannt  angesehen  werden  und  wir  haben 
demnach  (vgl.  Nr.  38) 

(65)'  il,=Bke^'""^Bu\ 

Wir  betrachten  nunmehr  die  zu  a^  gehörige  Integralmatrix 

Hx  ={x  —  aif>-0x\ 
der  Konvergenzkreis  der  Elemente  von  0,  reicht  wieder  bis  zu  dein  ü; 
am  nächsten  gelegenen  singulären  Punkt  a^  und  hat  mit  dem  Konvergenz- 

^)  Auch  hier  wird  i^^  statt  R^''^  geschrieben. 

2)  Fuchs,  Grelles  Journal  Bd.  7ö  (1873).  S.  177.  Werke  1.  S.  661. 

^)  In  bezug  auf  die  Konvergenz  der  Reihen  »/^  auf  der  Peripherie  des  Kon- 
vergenzkreises gilt  der  folgende  Satz  von  L.  W.  Thome:  Es  mögen  die  singulären 
Stellen  rti-,  ay. . .  .  auf  dem  Konvergenzkreise  liegen,  dann  findet  Konvergenz  in  jedem 
nicht  singulären  Punkte  des  Konvergenzkreises  statt,  wenn  die  reellen  Teile  der  zu 
rtx-,  ai, . . .  gehörigen  Exponenten  (Wurzeln  der  determinierenden  Fundamental- 
gleichung) größer  sind  als  —  1 :  im  singulären  Punkte  «t  selbst  konvergieren  die 
Reihen,  wenn  die  reellen  Teile  der  zu  at  gehörigen  Exponenten  positiv  sind.  Siehe 
Thome,  Crclies  Journal.  Bd.  lü<  1(1887).  S.  167:  Schlesinger.  Handbuch  der  Theorie 
d.  lin.  Diffgl.  1  (189ö),  S.  228.  Auf  (irund  des  Fejer sehen  Satzes  über  die  Sum- 
mierbarkeit  der  Fourierreihe  einer  stetigen  Funktion  durch  die  C es  ä  roschen  arith- 
metischen Mittel  (L.  F  e  j  e  r,  Math.  Annalen  58  [1904J,  S.  51 ,  siehe  z.  B.  G.  K  o  w  a  1  e  w  s  k  i . 
Differential-  und  Integralrechnung.  1909.  S.  284)  kann  man  weiter  zeigen,  daß  die 
Reihen  '^  für  jeden  regulären  Punkt  des  Konvergenzkreises  durch  die  arithmetischen 
Mittel  der  Partialsummen  summierbar  sind,  wenn  die  reellen  Teile  der  zu  den 
«j(,  (tji.  .  .  .  gehörigen  E.\ponenten  größer  sind  als  —  2.  ebenso  durch  die  zweiten 
arithmetischen  Mittel,  wenn  diese  reellen   Teile  größer  sind  als  —  3  usw. 
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kroisc  von  <l>,  siclu'f  •■in  Gi'hicl    y'  gcnicin.     Ks  ist  dann  in  dioscin  richieto 

und  wir  können  dir  l^lomcnlc  der  konstanten  Matiix  B^,  (der  sogenannten 
t'bergangssnbstitn  tion  )  wiedei-  bestimmen,  indem  wir  in  (66)  für  x 
einen  Punkt  x^  von  y'  einsetzen.  Konvergieren  die  Elemente  von  0<. 
noch  in  0;^,  so  ist  es  wieder  am  bequemsten  x^  =  ai  zu  nehmen.  iJii- 
Gleicbungeii  (64)  und  (66)  vermitteln  die  analytische  Fortsetzung  von 
}  j,  ---  0   in    das   Innere  des   Konvergenzkreises  von   0; ;  wir  erbalten 

)t--  BkBkx{x  —  a,f>-0,^ 
und   daraus  i'rgil>f    sich 

i>,  =  B,B,,e'"^"''-Ba'B-^'  . 
Man  setzt  dieses  Verfahren  fort,  indem  man  nunmehr  zu  einem  der  sin- 
gulären  Punkte  übergeht,  die  auf  dem  Konvergenzkreise  von  0i  liegen 
usw.  Dann  kann  es  vorkommen,  daß  man  auf  diese  Weise  zu  allen  im 
Endlichen  gelegenen  singulären  Punkten  a^,  ag,  .  .  .,  a^  g^l^ngt.  Tritt  dieser 
Fall  ein,  so  hat  man  nur  noch  die  in  der  Umgebung  von  x  =  x  gültigen 
l']nt  Wicklungen 

heranzuziehen.  Die  Elemente  von  0oh-i  konvergieren  außerhalb  eines 
Kreises,  der  alle  öj,  «g?  •  •  i  "a  i'"  Innern  oder  auf  dem  Rande  enthält; 
liegt  etwa  a._,  auf  der  Peripherie,  so  erhält  man  durch  Vermittlung  die- 
ses   Punktes   eine    Darstellung  von    )  y  in  der  Form 

^T  =  Bo  +  l\-]  0Ö+1, 


I 


wo  Bg^y  eine  konstante  Matrix  bedeutet,  und  bei  einem  positiven  Undauf 
um  x  =  Qc  wird    l'y  mit  der  Matrix 

--«  +  1    —  ^a-fl^  ^a+\ 

von  links  her  komponiert.  Der  Umlauf  \y o+\  durchquert  alle  Schnittt' 
/,,...,/„  und  zwar  im  negativen  Sinne;  denken  wir  uns  diese  Quer- 
schnitte so  gelegt  (vgl.  Fig.  2,  S.  131),  daß  sie  von  Wgj^x  in  der  ange- 
gebenen Reihenfolge  getroffen  werden,  dann  ist  also 

(67)  Q„+^=i)V^Q'^\..9~\ 

und  diese  Beziehung  erleichtert  die  Berechnung  von  B^j^^. 

Man  hat  auf  diese  Weise  einerseits  die  Fortsetzung  der  durch  die 
Reihen  0  in  der  Umgebung  von  x  =  x^  definierten  Integralniatrix  iy 
über  die  ganze  Fläche  T  hin  durchgeführt  und  andererseits  die  Funda- 
mentalsubstitutionen S2^,...^S2„  hergestellt,  so  daß  das  Integrations- 
problem als  gelöst  angesehen  werden  kann. 
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Es  könnto'  aber  vorkommpn,  daß  bfi  besondoror  Lagerung  der 
Punkte  Aj,  .  .  . .  fl„  durch  das  geschilderte  Verfahren  nicht  alle  diese 
Punkte  erreicht  werden.  Dann  muß  der  Zusammenhang  zwischen  den 
erreichbaren  und  den  nicht  erreichbaren  Punkten  durch  Zwischenschal- 
tung eines  oder  mehrerer  nicht  singulärer  Hilfspunkte  hergestellt  werden. 
Wir  werden  in  der  Nr.  55  das  hier  entwickelte  Vcrfaliren  an  dem  ein- 
fachen Beispiele,  wo  im  Endlichen  zwei  singulare  Punkte  vorhanden 
sind,    wirklich    durchführen. 


4S.    Monodromiegruppe.     Der  Artbegriff.     Fiindanientallenima. 

Die  Kenntnis  der  Fundamentalsubstitutionen  o^,...,(i„  ermög- 
licht die  Wertbestimmung  der  Integralmatrix  Yf  bei  Fortsetzung  auf 
einem  beliebigen  Wege  ^5',  wenn  bekannt  ist,  in  welcher  Reihenfolge  und 
in  welchem  Sinne  ^S*  die  Schnitte  Zj,  l^,  ....  lg  überschreitet.  Die  Gesamt- 
heit aller  konstanten  Matrizen,  mit  denen  sich  )'y  von  links  her  kom- 
poniert, wenn  man  alle  verschiedenen  Wege  S  in  Betracht  zieht,  ent- 
steht, indem  man  die  Si^,....S2„  und  ihre  Inversen  in  allen  denk- 
baren Kombinationen  mit  beliebiger  Wiederholung  komponiert.  Diese 
Gesamtheit  bildet  eine  Gruppe,  da  die  Komposition  irgend  zweier 
Matrizen  der  Gesamtheit  wieder  zu  einer  Matrix  dieser  Gesamtheit 
führt.  Diese  Gruppe  heißt  die  Monodromiegruppe  Si  der  Integral- 
matrix Yf,  man  sagt,  sie  sei  aus  den  _Qi,  .  .  .,  .Qp  als  Fundamental- 
substitutionen komponiert.  Es  ist  nun  leicht  einzusehen,  daß  die  Ma- 
trizen der  Monodromiegruppe  //'eine  abzählbare  Menge  bilden.  In 
der  Tat  ist  jede  Matrix  von  _Q  in  der  Form 

(68)  ß^ß|^....Q^ 

(siehe  (61))  darstellbar.  Wir  ordnen  dann  die  Matrizen  ß  zunächst  so. 
daß  wir  alle  diejenigen,  für  die  |  g,,  1  +  Us  1  +  •  •  •  +  Uv  |  einen  und 
denselben  Wert  hat,  in  eine  Klasse  zusammenfassen.  In  jeder  Klasse 
befindet  sich  dann  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Matrizen.  Durch 
Anordnung  der  Klassen  nach  den  wachsenden  Werten  der  Summe 
\  g^  I  _^  j  gj  I  _(-  .  .  .  -j-  I  g^  j  und  Anordnen  der  Matrizen  innerhalb  einer 
jeden  Klasse  bekommen  wir  aber  eine  Anordnung  aller  Matrizen  von  S>. 

Geht   man  von  der   Integralmatrix    )"y  zu   einer  anderen   Integral- 
matrix   Y    über,    so    ist 

>  ^  r  •  >'r. 
wo   C  eine   konstujile  Matrix   mit   nicht   verschwindender   Determinante 
bedeutet.     Die  zu    Y  gehörigen  Fundamentalsubstitutionen  sind  dann 

ii.  =Cß.C-l,  (.  =  1,2... „a) 
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lind  Wfiui  nln'rliaii|i|  /_>„  die  i\I;i(rix  ist,  iiiil  <ler  sich  )  y  Ijoi  irgrndniiMMii 
Uiidiuil'  11,1  \(iii  ./  v(jn  links  her  komponiert,  so  lautot  die  entsprechende 
Matrix   für    }  : 

o        CO  r— 1  • 

--(I  '    •5-0'  1 

wir  können  also  sagen,  dal.',  die  zu  >  gehörige  Monodrouiiegruppe  Ü  aus 
der  zu  Y j,  gehörigen,  i>,  durch  Transformation  mit  der  Matrix  C  ent- 
steht. Für  das  DiiTerentialsystoin  bzw.  die  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  ist  also  die  Monodrorniegruppe  nur  abgesehen  von  einer  will- 
kürlichen transformierenden  Matrix  bestimmt. 

Es  liegt  nun  nahe,  den  für  die  Umgebung  e'ines  einzelnen  singulären 
Punktes  (im  Kleinen)  eingeführten  Begriff  der  Kogredienz  und  Art  auf 
die  ganze  Ebene  (ins  G r  o  ß c)  zu  übertragen.  Wir  sagen,  eine  Matrix  Z  sei 
mit  unserer  Integralmatrix  )'  schlechthin  kogredient,  wenn  beide 
Matrizen  bei  jedem  Umlauf  von  x  mit  derselben  konstanten  Matrix 
A  on    links   her   komponiert  werden.     Setzt  man 

yiz  =  a , 

so  sind  die  Elemente  von  (1  in  der  ganzen  Ebene  eindeutige  Funktionen 
und  aus  der  Derivationsformel  (D)  der  Nr.  39  ergibt  sich 

D^Z  =G~W^YG  +  D^G  , 
alst),  da    Y  eine  Tntegralmatrix  von  (A),  d.  h. 

D^  Y  =  A 
ist,  haben  wir 

(69)  Dr'Z  =  B  . 
wo  B  durch  die  Gleichung 

(70)  B  =  G~KAG  +  DzG 

bestimmt  ist.     Wir  sagen  auch  von  den  Differentialsystemen  (A)  und 

dZk  1  ,  L 

(B)  T      =  Z\Olk  +  Z202k  ,  0:=1,2) 

daß  sie  kogredient  seien.  Wenn  nun  insbesondere  auch  die  Elemente 
der  Matrix  Z  keine  Unbestimmtheitsstelle  haben,  so  haben  auch  die 
eindeutigen  Funktionen  g-j.  diese  Eigenschaft  und  sind  folglich  ratio- 
nale Funktionen  von  x.  Das  Differentialsystem  (B),  dem  die  Zj^.  ge- 
nügen, gehört  dann  auch  zum  Fuchsschen  Typus,  war  sagen,  es  sei 
mit  (A)  schlechthin  von  derselben  Art^)  und  übertragen  diese  Ausdrucks- 
weise auch  auf  die  Matrizen  Z  und  Y  selbst.  Wir  erhalten  umgekelirt 
auch  stets  eine  mit  Y  zu  derselben  Art  gehörige  Matrix,  wenn  wir  YG 
bilden,  wo  G  irgendeine  Matrix  rationaler  Funktionen  bedeutet.  Im 
folgenden    wollen  wir  uns   aber   stets  die  Voraussetzung   hinzudenken. 

^)  Dieser  Artbegriff  (espece)  geht  auf  Po  ine  are  zurück,  siehe  Acta  raath.  5, 
1884,  S.  209.  Oeuvres  IL  S.  402,  insbesondere  S.  405. 
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daß    die    DeteYminante    \G\    nicht     idontisch     verschwindet, 
dann  sind   die  Beziehungen 

Z  =  )Ü  .     )   -  ZG-i 

voUkoinnien  gleichberechtigt  und  die  .\rtbeziehüng  wird  zu  einer  gegen- 
seitigen. 

Offenbar  haben  zwei  Differentialsysteme  (A),  (ß)  des  Fuchsschen 
Typus,  die  zu  derselben  .\rt  gehören,  diejenigen  singulären  Stellen  mit- 
einander gemein,  in  denen  sich  die  Lösungen  verzweigen  (wir  nennen 
sie  kurz  ,,Verzweigungspunktf'").  Dagegen  können  die  singulären  Stellen^ 
wo  die  Lösungen  den  Charakter  rationaler  Funktionen  haben,  verschieden 
sein.  Es  sind  dies  also  einmal  die  außerwesentlich  singulären 
Stellen,  (in  denen  die  Lösungen  holomorph  sind)  und  andererseits  die- 
jenigen Singularitäten,  wo  die  Integrale  Pole  habr-n  (wir  nennen  sie  kurz 
„Pole"). 

Von  zwei  DüTerentialsystemen  derselben  Aii.  die  nicht  nur  dieselben 
Verzweigungspunkte,  sondern  auch  dieselben  Pole  haben,  sagen  wir 
nach  Riemann^),  daß  sie  zu  derselben  Klasse  gehören.  Differenti«! 
Systeme  derselben  Klasse  können  also  nur  noch  verschiedene  außer- 
wesentlich singuläi-e  Punkte  besitzen.  Die  verschiedenen  Klassen  einer 
Art  unterscheiden  sich  durch  die  ihnen  eigentümlichen  Pole. 

Wenn  das  Differentialsystem  (A)  Pole  besitzt,  so  kann  man  dies«:- 
durch  Multiplikation  von  y^,  y,  "lit  einer  geeigneten  ganzen  rationalen 
Funktion  beseitigen;  wir  nennen  die  Klasse  einer  Art,  die  keine  Pole  auf- 
weist, die  Hauptklasse.  Man  kann  aber  auch  etwa  auftretende  auß»'i'- 
wesentlich  singulare  Stellen  beseitigen,  indem  man  die  Elemente  dti 
rationalen  Matrix  G,  mit  der  von  rechts  her  komponiert  wird,  so  ein- 
richtet, daß  I  6'  I  an  den  außerwesentlich  singulären  Stellen  von  so  hoher 
Ordnung  unendlich  wird,  wie  die  Determinante  der  Integralmatrix  an 
diesen  Stellen  verschwindet.  Weiter  kann  durch  ein  Verfahren,  das  dem 
in  der  Nr.  44  für  die  Umgebung  einer  Stelle  dargelegten  analog  ist.  <-i- 
reicht  werden  ^),  daß  das  von  Polen  und  außerwesentlich  singulären 
Stellen  befreite  Differentialsystem  an  jedem  Verzweigungspunkte  die 
Normalform  besitzt.  Man  kann  also  von  einem  beliebigen  Differential- 
system (A)  des  Fuchsschen  Typus  zu  einem  Differentialsystem  (B)  der- 
selben Art  übergehen,  das 

1.  keine  polaren  Singularitäten  besitzt,  also  zur  Hauptklasse  gehört. 

2.  auch  keine  außer  wesentlich  singulären  Stellen  aufweist   und 
.    3.  in  jedem  Verzweigungspunkte  die  Normalform  hat. 


n  R.  Kiemann.  Werke  (2.  AuH.)  S.  379,  Nr.  .\.\1. 

»J  Kiemann.  a.  a.  ()..  J.  l'lemelj,  Monatshefte  für  .Math.  u.  l'hvs..  ID  (19<.>iS 
S.  211. 
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Wenn  das  DüTon-ntiulsystoni    (li)  (iicsf  Eis^enschaftcn  liat,   so  ver- 
wandelt es  sich  durch  die  Transforniatiiui 

V  =  ZC  , 

wo  C  eine  konstante  Matrix  mit  nicht  verschwindender  Determinante 
bedeutet,  in  ein  Differentialsystem  für  T,  das  dieselben  Eigenschaften 
besitzt.  Man  kann  diese  Matrix  C  dazu  benutzen,  um  zu  erreichen,  daß  - 
die  mit  Z  kogrediente  Integrahnatrix  l'  in  einem  behebig  vorgeschriebe- 
nen reguläi'en  Funkte  x^  sich  auf  die  iMrdieitsmatrix  /  reduziert.  Es 
sei  dann 

(C)  .  '  ^VyL      -'-  -  4-  ^2  2^  '*=i-2) 

^    '  dx         \^\^  —  «1/  y=i^  —  öl' 

das  Differentialsystem,  dem  die  Matrix   V  genügt,  also 

wir    behaupten,    daß    dieses    System    durch    Angabe    seiner    deter- 
minierenden   Matrizen    eindeutig    bestimmt  ist. 
In  der  Tat  sei  das  Differentialsystem 

(C)  ^  =  vyL     '---^-i^^i:-  ''='•'> 

'  dx  ,=\^  —  «V        \^\^  —  ct"^ 

so  beschaffen, 

1.  daß  es  mit  (C)  zu  derselben  Klasse  gehört, 

2.  daß  die  Integralmatrix  F,  die  sich  für  x  =  x^^  auf  die  Einheits- 
matrix reduziert,  mit    1    kogredient  sei, 

3.  daß  für  jeden  der  Verzweigungspunkte  a^,  Cg,  .  .  . ,  a„,  x  die 
determinierenden  Matrizen  von  (C)  und  (C),  d.h.  also  die  kano- 
nischen Formen  der  Residuenmatrizen  R'^'-'^R'-^^v  =  1, 2, . . .,  ff  -f  1 ) 
übereinstimmen,   also  die  Z?^"*  mit  den  Z?^"^  ähnlich  sind. 

Dann  ist  jedenfalls 

V  =  VG , 

wo  G  eine  Matrix  rationaler  Funktionen  bedeutet.  Für  jeden  Punkt 
X  =  a^{v  =  1,  2,  .  .  .,  ff  -f  1)  ^)  lautet  die  zugehörige  Integralmatrix  von 
(C)  bzw.   (C) 

(X  —  a,)!^^"^  0,  bzw.   {x  —  a,)^^'^0,, 
wo  die  Elemente  von  0.^  und  0^  in  der  Umgebung  von  x  =a,^  holomorph, 
^  0,\,   j  0^  I  in  a;  =  a^  von  Null  verschieden  sind,  und  wo  ferner  nach  3. 


^)  Für  ao^i=  CO  ist  in  üblicher  Weise  x  —  «a+i  als  -  zu  deuten. 
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konstante  Matrizen  r'"^  rnit  nicht  verschwindender  Determinante  existie- 
ren, für  die 

(71)  /f(v)  =  r(.)//(>)/'M-^ 

ist.    Man  liat  dann 

V  =  B.^  —  a,y'^0, ,     V  =  B.Ax  —  a.)ß''^>  0, , 

wo  B,  und  B.^  konstante  Matrizen  mit  nicht  verschwindender  Deter- 
minante bedeuten.    Da  nun  V  und  V  kogredient  sein  sollten,  ist 

Be^rriR^'^B^'^  ^  B._,e^'^>^^''^B~^ , 
also  nach  (71) 

(72)  Z?,^r(v)e2;i«R(>)/'(.)-iß7'  =  ß,e2TiÄ<'^)ß-i 

Es  ergibt  sich  also 

und  da  nach  (72)  die  Matrix  ß-^B.r^'^  mit  e^'''^^'\  also  auch  mit 
(^  __  a)^^"*  vertauschbar  ist,  so  haben  wir 

0  =  0-'B-'B.^0,  . 

Da  I  0,,  \  Für  a-  =  a^  nicht  verschwindet,  sind  die  Elemente  von  0~^  in 
der  Umgebung  von  x  =  a^  holomorph;  das  gleiche  gilt  also  für  die  Ele- 
mente von  C.   Also  sind  die  Elemente  von  G  in  der  Umgebung  aller  Punkte 

a    a.y «öl  °°  holomorph.     Die  rationalen  Funktionen  ^.^  können  aber 

auch  an  keiner  regulären  Stelle  x  des  DifTerentialsystems  einen  Pol  haben, 
denn  an  einer  solchen  Stelle  ist  die  Determinante  |  V  \  von  Null  ver- 
schieden, also  sind  die  Elemente  von  V~^  holomorph,  also  auch  die  Ele- 
mente von  G  =  V~~^  V.  Rationale  Funktionen,  die  allenthalben  holo- 
morph sind,  können  aber  nur  Konstanten  sein.  Also  ist  G  iMue  konstante 
Matrix,  und  da  für  .r  =  .Tq  sowohl  V  als  auch  V  sich  auf  /  reduzieren, 
ist  G  =  /,  d.  h.  I'  ist  mit  V  identisch.  Wir  haben  also  den  folgenden 
Satz,  den  wir  als  das  Fundamentallemma  bezeichnen  wollen: 

Das  schlechthin  kanonische  Differentialsystem  (C).  das 
keinen  außerwesentlich  singulären  Punkt  besitzt  und  für 
jede  singulare  Stelle  die  Normalform  hat.  für  das  sich  über- 
dies  diejenige    Integralmatrix    F,    die    sich    für    .r^.r^    auf   die 

Einheitsmatrix    /    reduziert,    an    den    Schnitten    /j /„    u\it 

den    Fundamentalsubstitutionen    il^ -Q^    komponiert,     ist 

durch    Angabe    der    zu    den    singulären    Punkten    Uy «ö-  °c 

gehörigen    deter luinif^rcnilen    Matrizen    eindeutig    bestimmt. 
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A\).    Koiist:uiteiiziUiliiii£C6n.     Kiemaniische  Differentialsysteme. 

Auf  (iiihhI  lies  l'HiKlumciilallcinm.is  köniioii  wir  dif  Koclfizienton 
dos  DifTt'i'ciilialsystciiis  ((1),  d.  li.  gcnain^r  die  siiigiilär<'n  Punkte  a^,  a^^...,a„ 
und  dio  Residuoninatrizon  7^^"*  als  charakteristische  Invarianten  der 
Art  auffassen,  die  durch  jenes  DiiTerentialsystoni  l)estininit  ist.  Und 
zwai'  lassen  sich  diese  Invarianten  aus  den  Koeffizienten  irgendeines^ 
Differcntialsysteins  der  Art  algebraiscli  herstellen.  Demgegenüber  haben 
wir  in  der  Monodromiegruppe  oder  in  dem  System  der  Fundamental- 
sybstitutionen  .Qj,  .  .  .,  ii^  Invarianten  der  Art,  die,  allgemein  zu  reden, 
von  den  Koeffizienten  eines  DifTerentialsystems  der  Art  in  transzen- 
denter Weise  abhängen.  Wir  werden  später  die  Natur  dieser  Abhängig- 
keit im  allgemeinsten  Falle  noch  genauer  zu  ergründen  suchen,  vorerst 
wollen  wir  einen  wichtigen  und  einfachen  Spezialfall  behandeln,  in  dem 
die  Herstellung  d(T  Monodromiegruppe  mit  Hilfe  von  elementaren  Trans- 
zendenten gelingt. 

Die  Fundamentalsubstitution  il.^    stellt  sich   (Nr.  47)  für  (iie  Inte- 
gralmatrix   1    in  der  Form   dar: 

(73)  il,  -  i?,e2niÄC^)ß-i  ^ 
wenn  in  der  Umgebung  von  x  ^^  a^ 

V  =B,{x  —  a,)^'^0,  (v  =  l,2,...,a) 

ist,  wo  B^  eine  konstante,  0.^  eine  in  dieser  Umgebung  holomorphe  Matrix 
bedeutet.  Es  ist  also  ß^ntüC  ^jjg  kanonische  Form  der  Fundamental- 
substitution ßy  und  diese  kann  demnach  aus  der  Residuenmatrix  /?'"> 
mit  Hilfe  von  elementaren  Transzendenten  gewonnen  werden.  Zu  den 
Formeln  (73)  tritt  noch  für  ar  =  oc 

WO  zwischen    den    il^ il^,  il^^i   die  Beziehung    (67)   (Nr.  47)   und 

zwischen   den   /?(^\  .  .  .,  /?<">,  Z^'-'+i)  die   Beziehung 

(74)  —  fi(<^+i)  =  /?(!)  + h  7?(<') 

besteht.  Nun  enthalten  die  i2i,  •  •  • ,  ß,,,  ß<j+i  im  ganzen  4((7  4-l) 
Elemente,  zwischen  denen  aber  vermöge  (67)  vier  Gleichungen  bestehen, 
so  daß  noch  40"  Größen  übrig  bleiben.  Durch  Übergang  zu  einer  anderen 
Integralmatrix 

F  =  CF 
verw^andelt  sich  (siehe  Nr.  48)  jedes  ß^  in  C^,ß~^-^  man  kann  die  kon- 
stante Matrix  C  nun  dazu  benutzen,  um  über  drei  von  jenen  4ff  Größen 
nach  Belieben  zu  verfügen.     Es  bleiben  also  4t;  —  3  wesentliche  Kon- 
stanten in  den  i^i,  .  •  .,  [}o.      Die  kanonische  Form  einer  Matrix  ^l^  ent- 
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hält  zwei  Größen;  durch  die  kanonischen  Formen  der  Siy fi^,.  flo+i 

kennen  wir  afso  2{a -\- i)  Größen,  zwischen  denen  aber  vermöge  (67) 
oder  (74)  noch  eine  Relation  besteht,  so  daß  2a  -{-  l  bekannte  Größen 
übrig  bleiben.  Die  beiden  Zahlen  4(7  —  3  und  2ö' +  1  stimmen  für  a  =  2 
überein,  wir  werden  also  vermuten  können,  daß  für  den  Fall  von  zwei 
im  Endlichen  gelegenen  singulären  Punkten  a^,  a^  die  Bestimmung  der 
Fundamentalsubstitutionen  durch  die  kanonischen  Formen  von  £2^.  ßj, 
i^s  möglich  sein  wird.  Diese  Bestimmung  würde  also  dann  durch  elemen- 
tare Transzendenten  aus  den  Koeffizienten  der  Differentialgleichung,  näm- 
lich den  determinierenden  Matrizen  erfolgen. 

Wir  werden  so  dazu  geführt,  den  Fall  (>  =  2  genauer  zu  untersuchen 
und  betrachten  also  das  Differentialsystem 


^    '      dx       ^^  Vx  —  ttj      a;  —  aj      ^'^\x  —  a^      x  —  aj  '' 

das  wir  als  Riemannsches  bezeichnen  wollen.  Es  enthält  außer  den 
Ä„  ag,  die  wir  als  fest  ansehen  wollen,  noch  die  acht  konstanten  Para- 
meter r(|.\  r^^.  Es  sei  Y  eine  Integralmatrix  von  (E)  und  C  eine  kon- 
stante Matrix  mit  nichtver  schwindend  er  Determinante.     Setzen  wir 

(75)  Z  =  IT-i  , 

so  ist  nach  der  Derivationsformel  (D)  der  Nr.  39  (S.  157) 

D^Z  =C    DxY    C-i  , 
also  befriedigt  Z,  wenn 

(76)  cm)c~'  =  50 ,  cm)C-^  =  S(^< 

gesetzt  wird,  das  Differentialsystem 

,E'   -^ = .  r  ''^- + — ''^"i + z  f  ^^  +^?-  "i  ,.-..  ^. 

^  ^  dx  ^^\x  —  a^  X  —  aj  ~^  ^\x  —  a^  x  —  aj  ' 
Aus  (76)  folgt,  daß  die  determinierenden  Matrizen  bei  den  singulären 
Punkten  01,^2'  °°  ^ür  die  beiden  Systeme  (E),  (E')  übereinstimmen 
und  nach  (75)  sind  die  beiden  Matrizen  )'  und  Z  kogredient.  Wir  können 
nun  C  so  einrichten,  daß  (E')  eine  möglichst  einfache  Gestalt  annimmt, 
d.  h.  daß  die  Anzahl  der  konstanten  Parameter  nach  Möglichkeit  ver- 
ringert wird.     Es  ist 

^(1)  _   yr^    u^)r'        9<2)  ^  ZZc    r(.*^c' 

WO  die  Summen  über   die  Werte  A, /^  =  1,  2    zu    nehmen   sind   imd    r.^ 
die  Elemente  von  C~^  bedeuten,  also 

Coo  /  12  f  ^Äl  '  ^11 

C\l  =  ^\   1      ^12=         Y       1      C2I  "=        y4       »      ^22  =  ^    »      J   —  t  11  ('22  ''12^21  • 

Wir  bestimmen  nun  die  c.t  so,  daß 

(77)  s\V)  =  0  ,    sf^  =  0 


49.     Konstank'iizäliliiiif^oii.     Ritünaiinsclie  Differeiitialsystemi-.  207 


ist,    was    ji^    (MHf    qiiailratische  Glfichuiig    fiii'    dif    Vfrhältnisso 
liefert.      Du 


12      '-21 

1 1      '^22 


('<>o 


22 

ist,  SO  haben  wir  jetzt  noch  c^,  «22  ^^r  Verfügung,  d.  h.  wir  können  noch 
r^  mit  dem  Faktor  c^  und  Cg  mit  dem  Faktor  C22  multiplizieren.    Dadurch 

verwandelt  sich  Sjz  in  «12  ^^  '"^'^  4V  i"  4V  '^-  ^'''i^  sehen  also,  daß  nur 
das  Produkt  41  -W  dieser  beiden  Größen  als  wesentlicher  Para- 
meter anzusehen  ist.  Bezeichnen  ^wir  mit  A^, //j;  Ag,  yWg  die  Wurzeln  der 
zu  Ol,  ttg  gehörigen  determinierenden  Fundamentalgleichungen  der  Systeme 
(E)  und  (E'),  so  ist  wegen  (77) 

11  '1  '        22  r*l  '        11  2  '        22  r*2  ■ 

Setzen  wir  noch  s^J  ~  r^,  s^^^  =  ^'2,  so  lautet  das  System  (E')  in  seiner  ver- 
einfachten Form: 

dzi  (     K       ,        ^2    \   ,  ^2 


da;        ^\x  —  ttj      cc  —  ag/        ^a;  —  a 


dx       ^^  X  —  a2  V  X  —  a-,       X 


aj' 


und  die  zu  x  =  00  gehörige  determinierende  Gleichung  heißt 

(Ai  +  A2  +  /•)(/Xi ,+  /^2  +  /•)  —  V1V2  =  0  , 
ihre  Wurzeln  A3,  //g  genügen  also  den  Gleichungen 

(78)  Ai  +  A2  +  fii  +  ^^2  +  A3  +  ^.3  =  0  , 

(79)  (Ai  +  h){/^i  +  f^i)  —  V1V2  =  A3/X3 , 

deren  erste  die  Fuchssche  Relation  ist.  Durch  die  zweite  Gleichung 
bestimmt  sich  v^  •  v^;  da,  wie  oben  bemerkt  wurde,  nur  dieses  Produkt 
als  wesentliche  Konstante  zu  gelten  hat,  so  enthält  (E')  nur  noch  fünf 
Parameter,  und  wir  können  sagen,  daß  die  Koeffizienten  des  Differential- 
systems (E')  durch  die  Wurzeln  der  determinierenden  Fundamental- 
gleichungen ^i,  jUi]  Ao, //2;  ^-zi  f^zt  z^Tischen  denen  noch  die  Fuchssche 
Relation  (78)  besteht,  vollkommen  festgelegt  sind.  Jedes  Rie- 
mannsche  Differentialsystem  (E),  dessen  determinierende  Fundamental- 
gleichungen die  Wurzeln  Xxi  l^i'i  Ki  t^%'->  ^31 /"s  haben,  geht  durch  eine 
Transformation  von  der  Form   Y  =  ZC,  also 

iQn\  Vi  —  H^M  +  H^2,l  1 

Vz  ^  "1^12  +  22C22 
aus   (E')  hervor.      Ein    Rieniannsches    System    ist    also,    abge- 
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sehen  von  einer  linearen  Transformation  der  Form  (80). 
durch  Angahe*  der  singulären  Punkte  öj,  ög»  o^  "i>'l  'l^'r  zuge- 
hörigen Wurzeln  der  determinierenden  Fundamentalglei- 
chungen vollkommen  bestimmt  ').  Da  für  alle  diese  Differential- 
systeme  die  Monodromiegruppe  dieselbe  ist,  so  ist  auch  diese,  d.  h.  es 
sind  die  Fundamentalsubstitutionen  fl^,  fig,  H^  durch  die  Wurzeln  der 
determinierenden  Fundamentalgleichungen  bestimmt.  Wir  werden  die 
wirkliche  Berechnung  der  £2j,  iiJg,  ^'3  im  nächsten  Kapitel  durchführen. 
Man  erkennt  übrigens  aus  dieser  Bemerkung,  wie  der  oben  ausgesprochene 
Satz  sich  dem   Fundamentallemma  unterordnet. 


öO.    Vereinfachung  des  liieniiinnschen  Differentialsystenis. 
Gaußsche  Differentialgleichung. 

Wir  füliren   durch  die  Gleichungen 

%  =  Uiix  —  aiYr{x  —  a,y», 
■      '  Z2  =  u-iix^  —  ai)fi{x  —  «2)'' 


in  (E')  neue  Unbekannte  ein;  dann  verwandelt  sich  (£')  in 
(E") 


(^  —  «2)  ^^   =  ^^1^1  +  Ca "2, 

wo  Qi  =  Aj  —  /^j,  p2  =  M2  —  h  gesetzt  wurde.  Für  (E")  sind  die  Wurzeln 
der  determinierenden  Fundamentalgleichungen:  0,  p^  für  x  =  a^:  0.  g^ 
für  x  —  02  und  die  zu  a;  =  00  gehörige  determinierende  Fundamental- 
gleichung lautet 

Wir  bezeichnen  ihre  Wurzeln  mit  a,  ß,  so  daß  also 

ist.  Wir  erinnern  daran,  daß  in  (E")  nur  die  dici  wesentlichen  Kon- 
stanten Qi,  Q2  ''"''  ^'1  •  ^'2  vorkommen.      Indem  man  in  (E")  an  Stelle  von 

X   die   neiH>   unabhängige   Veränderliche  ^    einfülu-t,    kann  man  «j 


a,  —  a 


nach  0  und  ^o  "^^'1^   '  verlegen;  das  so  entstehende  System 


dui 

X 

(1^)  du 


X    (/a;    =?l"l+    ''2  "2' 


{x—\)"J^^  -  riw,  -f  Q.112 
M  Kiemann.   1857.  Werkt-  {2.  AuH.  1892),  S.  157 ff. 
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nennen  wir  ein  Gaußsches.  Um  Anschliil.'i  an  ilie  geschichtlich  außer- 
ordentlich wichtigen  UnttTsiichnngen  vun  Gaul.'.')  und  Riernann^)  /j) 
gewinnen,  vollziehen  wii'  nninnchr  den  Ühergang  zn  den  linearen  I)ifTf'- 
I »'ntialgleichungen  zweiter  Ordnung,  denen   «,,  ii^  genüg«!n. 

Indem  man  die  Gleichungen  (F)  nach  .r  differcntiicrt  und  dann  u^ 
lizw.  Ug  eliminiert,  erhält  man  die  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 

(83)  x{x—[)u['  =  [(o,  -I-  t,2_l)a:  — «1  +  1]  ^i  +  (»'i^'z  — (>iC2)  «^i. 

(84)  x(£  —  1)  «2  =  \(Qi  -I-  Q2  —  l)  -r  —  t),  I  //2  -f  (Viv,  —  fie2)"2 . 
die  beide  von  der  Form 

(i^ii  du 

(G)     .r(l-a-)^^,  +  (y-  (a  +  ^  +  1)  x)  ^^^ -  a/5a  ==  0 

sind,  wo  sich  a,  ß  durch  (82)  bestimmen,  während  für  (83)  y  =  i  — ^j 
und  für  (S't)  y  —  —  Pj  zu  nehmen  ist.  Man  nennt  diese  berühmte  Diffe- 
rentialgleichung gemeinhin  die  Gaußsche,  sie  ist  aber  schon  von  Euler') 
aufgestellt  und  untersucht  worden. 

An  diese  Differentialgleichung  knüpfen  wir  unsere  weiteren  Be- 
trachtungen. 

V)  C.  F.  Gaiiß.  Disquisitiones  circa  seriem  inf.  etc.  1812,  Werke  III,  S.  128. 

-)  a.  a.  0. 

^)  L.  Euler.  Specimen  transformationis  singularis  serierum  (Nr.  710  des 
En es tröm sehen  Index).  Nova  Acta  PetropoMtana  XII  (18U1),  datiert  vom  3.  9.  1778; 
vgl.  auch  Inst.  calc.  integralis  II.  Sect.  1,  cap.  VIII.  probl.  128.  (Jpera.  Series  I, 
vol.  XII.  S.  182.     Weitere  Literaturangaben  folgen  in  der  nächsten  Nummer. 
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51.    Aufstellung  des  kanonischen  Fundamentalsystems  für  den 

Nullpunkt. 

Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  die  Gau ß sehe  Differentialgleichung  (G) 
im  Sinne  der  Nr.  47  zu  integrieren,  und  beginnen  damit,  daß  wir  zu- 
nächst das  zu  a;  =  0  gehörige  kanonische  Fundamentalsystem  aufstellen. 

Um  die  Differentialgleichung  auf  die  Normalform  zu  bringen,  hätten 
wir  die  linke  Seite  mit  x  zu  multiplizieren  und  durch  1  ■ —  x  zu  dividieren ; 
das  letztere  wollen  wir  aber,  ähnlich  wie  wir  es  schon  in  dem  Beispiel  2, 
der  Nr.  43  getan  haben,  unterlassen,  da  sich  dadurch  die  Rechnung  kom- 
plizieren würde;  wir  setzen  also 

d^u  du 

(1)   D{u)  =  xHi  -x)^  +  x[y-{a+ß+i)x]  ^-^-  aßxu  =  0  . 

dann  lautet  die  charakteristische  Funktion 

D{xe)  =xe[{i  —  .r)?(p  — 1)  -f  o(y  —  (a  +  jS  4-  i)x)  —  aßx]  =  x9f{x,  ())  . 
Ordnen  wir  f{x,  q)  nach  Potenzen  von  x , 

OD 

f{x,Q)   =  Ef,{Q)X-' 

=  Q{Q  —  i)  +  Qy-Vxi  —  Q{Q  —  i)  —  Q{a^-ß+i)  —  aß]  , 
so  ist 

foiQ)  =  ?((>  — 1)  +  VQ, 

hiQ)  =-Q{Q-i)-Q{a-i-ß^i)~aß. 

fAQ)   =0.  (v  =  2.3.... 

Die  determinierende  Fundamentalgleichung  lautet 

ihre  beiden  Wurzeln  sind  also 

0,    1-y. 
Es  sei  r  eine  dieser  Wurzeln,  dann  lautot  die  Rekursionsformel  füi- 
die  Koeffizienten  der  der  Differentialgleichung  genügenden  Reihe 
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Ec^x'+' ,    Co   I   0, 

nach  den  Formeln  dor  Nr.  42  und  mit  Rücksicht  auf  die  gefundenen  Aus- 
drücke für  die  f^{Q)  einfacli 

c,_i/i(r+  r  — 1)  +  c./o(^+  v)  =0.  (^=1,2....) 

Hieraus  folgt  ' 

c^   ^  (r+  V  — !)(/-+  V  — 2)+(r+  v  — l)(a  +  /3+  i)  +  a/^ 
Cv—i  (r  +  v)(r  +  V  — 1) +  (/•  +  v)y 

_  (^  +  V  — l  +  a)(A-+  V  —  1  +  ß) 
(r+  v)(r+  V  — 1  +  7) 

also  ergibt  sich,  da 

Cq      c.,—\    Cv—t        Co ' 
(r  +  a  +  v-l)(r  +  a+v-2)---(r  +  a)(r+/g+v-l)(r+^+v-2)---(/-+/g) 

wo  Co  eine  noch  willkürliche,  aber  von  Null  verschiedene  Konstante  be- 
deutet. 

Wir  setzen  vorläufig  voraus,  daß  die  Differenz  der  Wurzeln  der 
determinierenden  Fundamentalgleichung,  also  1  —  y,  weder  Null  noch 
eine  ganze  Zahl  sei. 

Nehmen  wir  dann  zuvörderst  r  =  0  und  wählen  Co  =  1,  so  ist 

_  a(a  +  1)  .  •  •  (g  +  V  -  ^)m  +  1)  •  •  •  (jg  +  v  -  1) 

das  zum  Exponenten  0  gehörige  Integral  lautet  also  in  der  Umgebung 
von  a:  =  0: 

Man  bezeichnet  nach  Gauß  diese  Reihe  durch 

F(a,  jS,  y,  X) 
und  nennt  sie  die  Gaußsche  oder  hypergeometrische  Reihe.  Sie 
findet  sich  schon  bei  Euler^)  und  Joh.  Friedr.  Pfaff  2)  u.  z.  als  Lösung 
der  Differentialgleichung  (G);  Gauß  hat  sie  in  einer  1812  veröffent- 
lichten Abhandlung  ^)  losgelöst  von  der  Differentialgleichung  untersucht, 
namentlich  ihre  Konvergenz  geprüft  und  auch  die  Art  ihrer  Abhängigkeit 
von  den  a,  /5,  y,  die  er  das  erste,  zweite,  dritte  Element  der  Reihe  nennt  ^), 
in    den    Kreis    seiner    Betrachtungen    gezogen.      Nach  Gauß    hat    sich 


1)  a.  a.  0. 

'*)  J.  Fr.  Pf  äff,  Disquisitiones  analyticae.  Heimstadii  1797. 

»)  C.  F.  Gauß,  Werke  Bd.  III  (1866),  S.  123 ff. 

*)  X  wird  als  das  vierte  Element  bezeichnet. 
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Kummer^)  mit  der  gedachten  Reihe  beschäftigt,  indem  er  die  Diffe- 
rentialgleichung (G)  zum  Ausgangspunkte  nahm.  Auf  die  Differential- 
gleichung ist  Gauß  in  einer  erst  aus  seinem  Nachlasse  herausgegebenen 
Fortsetzung  ^)  seiner  erwähnten  Abhandlung  eingegangen.  Von  neueren 
Bearbeitungen  der  Gauß  sehen  Differentialgleichung  sind  außer  der 
bereits  genannten  Abhandlung  Riemanns  und  der  Fuchsschen  -Ab- 
handlung im  66.  Bande  von  Grelles  Journal,  wo  die  daselbst  entwickelten 
Prinzipien  der  allgemeinen  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen 
auf  die  Differentialgleichung  (G)  als  Beispiel  angewandt  werden,  zu  nennen 
eine  ausführliche  Monographie  von  Goursat^)  und  die  Darstellungen 
bei  Camille  Jordan^),  Picard  ^),  Koenigsberger  *),  ferner  sei  auf 
die  einschlägigen  Abschnitte  des  ,, Handbuchs  der  Theorie  der  linearen 
Differentialgleichungen"  verwiesen,  wo  auch  die  übrige  Literatur  ange- 
geben ist. 

Um  das  zweite  Element  des  zu  a;  =  0  gehörigen  kanonischen  Fun- 
damentalsystems aufzustellen,  nehmen  wir  r  =  1  —  y  und  wieder  Cq  =  1. 
Es  ergibt  sich  dann 

_  (a-y+l)(a-y-f2)---(a-y-fy)(/3-y+l)(/3-y-f-2)--(^-y-f  V) 
'"-         "  (2-y)(3-7)...(v+l  — y)l-2---r 

wir  sehen,  daß  dieser  Ausdruck  aus  dem  vorhin  für  r  =  0  gefundenen  da- 
durch hervorgeht,  daß  an  Stelle  von 

«,  ß^  y 

a— y-fl,    ^— y-fl,    2— y 
gesetzt  werden.    Das  gesuchte  zweite  Element  hat  also  in  der  Umgebung 
von  X  =  0  die  Form 

u^i=x'-rF{a—y-\-\,    ß  —  y  +  \,    2—y,x). 
Wir  wenden  uns  nun  zur  Erledigung  der  Ausnahn)efälle.  wo  1  —  y 
gleich  Null  oder  einer  ganzen  Zahl  ist. 


52.    Erledigung  der  Ausnahmefälle. 

Es  sei  zunächst  1  —  y  eine  negative  ganze  Zahl: 
1  —  y=— g,g>0, 

^)  E.  E.  Kummer.  Programm.  Liegoitz  1884:  Grelles  Journal  Bd.  15  (l8ol)). 
S.  35»  ff. 

*)  C.  F.  Gauß,  Werke  Bd.  III.  S.  207. 

')  E.  Goursat,  Pariser  These  (1882),  Annales  de  l'Ecole  Normale,  Serie  11, 
Bd.  10.  Suppl. 

*)  C.  Jordan,  Cours  d  Analyse  (2.  ed.)  III  (1896).  S.  220. 

5)  E.  Picard,  Traite  d'Analyse  III  (1896),  S.  291. 

'')  L.  Ko  enigsberger .  Lehrbucli  etc.,  S.  479. 
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dann  ist  /•  =  0  diejenige  Wurzel  der  determinierenden  Fiindamental- 
ofleichung,  deren  reeller  Teil  größer  ist  als  der  der  anderen,  so  daß  also  das 
•/n  r  =  0  gehörige  Integral 

a„,        F(a,  ß,  y,  x) 
bestehen  bleibt.    Das  zweite  Integral  wird  allgemein  zu  reden  einen  Loga- 
rithmus enthalten,  dieser  kann  aber  auch  fehlen.     Nfhmen  wir  in   (2) 

r  =  1  — y  =— g, 
so  enthält  der  Nenner  von  c^  für  v  ^  g  den  verschwindenden  Faktoi'  r-{-g; 
dieser  Faktor  hebt  sich  aber  weg,  wenn  a  oder  ß  gleich  einer  der  Zahlt'ii 

1,  2,  .  .  .  ,  g 
ist.     Das  Integral  u^^  behält  also  für] 

1  —  y  =  —  g  ,    a,  /3  =  1,  2, g 

einen  Sinn,  wenn  wir  übereinkommen,   in  jedem  Koeffizienten  der  Reihe 

F(a  -  y  -^  1  ,    ß  —  y+i,    2  -  y,  x) 
im  Zähler  und  Nenner  die  verschwindenden  Terme  wegzulassen.    Damit 
ist  der  Fall  erledigt,  wo  für  1  —  y  =  — ■  g  auch  das  zweite  Integral    von 
Logarithmen  frei  ist. 

Wir  wenden  uns  nun  zur  Aufstellung  des  zweiten  Integrals  in  dem 
Falle,  wo  g  eine  positive  ganze  Zahl  oder  Null  ist  und  keine  der  Größen 
a.  ß  mit  einer  der  Zahlen  1,  2,  .  .  .  ,  g  übereinstiiiunt  ^). 

Die  Größe  f^,,  wie  sie  durch  die  Gleichung  (2)  gegeben  ist,  befriedigt 
4lie    Rekursionsformel 

(3)  c._i/,(r+  V  — 1)  +  cJo(^+ v)  =0;  (v=i.2,...) 
wir  nehmen  vorläufig  ((,  willkürlich  und  r  unbestimmt,  um  dies  hervor- 
treten zu  lassen,  bezeichnen  wir  den  Ausdruck  (2)  statt  durch  r^  durch  c.,{r) 
und  setzen  die  mit  diesen  Ausdrücken  als  Koeffizienten  gebildete  Reihe 

Z  c.,{r)3?'+'  =  u{x,  r) 

ganz  formal  in  die  linke  Seite  d(T  Differentialgleichung  ein: 

Z)(u(.T,  r))  =  i:c,.{r)D{xr+'^)=  Z c.{r)x-^+ry^(r  +  v)  -f  xf,{r  +  v)] 

=  Co{r)x%{r)  +  f  a:^+'-[c.(r)/o(r  +  v)  +  c..^i{r)f,{r  +  v  —  1)]  , 

v=l 

also  ist,  da  zufolge  der  Gleichung  (.3)  die  Summe  auf  der  rechten  Seite 
verschwindet : 

(4)  Z)(u(z.r))  =Co(r)x'/o(r). 

Wir  wenden  nun  auf  diese  Identität  ein  Verfahi-en  an,  das  auf 
d'Alembert  zurückgeht,  der  es  für  die  lineare  Differentialgleichung  mit 


1)  Vgl.  G.  Frobenius.  Grelles  Journal  Bd.  76  (1873),  S.  214ff.:' L.  Heff  ter , 
Einleitung  etc.,  S.  227 ff.;  E.  Goursat.  a.  a.  0. 
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konstanten  Koeffiziejiten  angegeben  hat  ^),  indem  wir  gleich  bemerken,  daß 
die  im  folgenden  rein  formal  auszuführenden  Differentiations-  und  Sub- 
stitutionsprozesse zu  Ausdrücken  führen  werden,  deren  Konvergenz  aus 
unseren  allgemeinen  Sätzen  a  posteriori  folgt. 

Wir  wählen  das  noch  willkürliche  c^ir)  in  folgender  Weise: 

.  .  _  _  {r  +  !)(/•  + 2)  •••(r  + 2g) 

^olO  -  (;.  +  a)  ...(;.  ^.  a  +  g  —  i){r  +  /3)  •  •  •  (r  +  /5  +  g—  1) 
und  setzen 

{^+a)---{r  +  a+v  —  i){r^ß)--(r  +  ß-^v^-i) 

Coir)  =  1, 

dann  ist  offenbar 

Cg+Ar)  =  ^g+M)Co{r)  =  c,{r  -\-  g)  (v=o.i  2....> 

und  folglich 

g  OD 

u{x,  r)  =  CQ{r)x'  2'Cv(/*)a:''  +  2"  cAr)x''+-' 

g  CD 

Nun  ist 

/o(0  =r(r— 1)  +  yr=r{r-^g), 

die  rechte  Seite  der  Identität  (4)  enthält  demnach,  wenn  wir  für  c^ir) 
den  angegebenen  Ausdruck  einsetzen,  den  Faktor  {r  +  g)^;  es  verschwindet 
folglich  für  /■  =  —  g  nicht  nur  diese  rechte  Seite  selbst,  sondern  auch 
ihre  partielle  Ableitung  nach  /•,  d.  h.  es  ist  rein  formal 

'du{x,  r)' 


D 


=  0. 


dr 
Nun  ergibt  sich  durch  gliedweise  Differentiation  nach  r 

— 3^*—  =  u{x,  r)  loga;  +  xn^^ir)  2^  cl{r)x^ 

OT  v=0 

g  X 

+  a;'c6(r)  ZZy{r)x-'  +  rC  E C{r  +  g)x''+?, 

WO  die  Akzente  Ableitungen  nach  r  bedeuten.    Für  r  —  —  g,  wofür  zufolge 
der  getroffenen  Dispositionen  alles  endlich  bleibt,  ist  aber 

X  OD 

H^.  —  %)  =  E  c,{—  g)x~s+^  =  2"  c,(0) ar"  ^  F{a,  ß,  y,  x); 
setzen  wir  ferner 

ci{—g){x^~^  +  Ci(— g)a-2-?-  +  •  •  •  +  C;-2(— g)j:-i  4-  c,-i(— g); 

+  i:cl{0)x^=F,{a,ß,y,x), 


^)  J.  d'Alembcrt,  Memoires  de  1  Academie  de  Berlin,  1148,  S.  283 ff. 
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folgt 


du{x,  r) 
dr 


-  Fi(a,  /5,  y,  x)  +  F(a,  /3,  y,  x)  logz  , 

-9 

und  dies  ist  die  explizite  Form  dos  zweiten  Integrals  Uq^,  Die  Konvergenz 
der  Reihe  Fi(a,  ß,  y,  a;)  ist  nach  den  allgemeinen  Erörterungen  der  Nr.  42 
als  gesichert  anzusehen.     Die  Koeflizicnton  von  F^ia,  ß,  y,  x)  lauten: 

Co(— g)       lim(r  +g)-iCo(r) 

_,      ,,,  (7-l)!(y-2)l 

-^      lK(a_l)...(a_y+l)(^_-l)...(^_y  +  l)' 

"11  1  ,1,1 


a+a+l"^""  +  a+v-l  +  /S  +  i3  +  l  + 


c:(0)  =  c.(0) 

111  111  1 


^ß-hv—l       i       2       ■■■       V       y       y+1  y+v  — 1. 

Für  g  =0  ist  F^{a,  ß,  y,  x)  eine  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von 
X  fortschreitende  Reihe. 

Es  bleibt  nunmehr  noch  der  Fall,  wo  1  —  y  eine  positive  ganze 
Zahl: 

l  —  y=h 

ist.  Dieser  Fall  läßt  sich  auf  den  eben  behandelten  zurückführen,  indem 
man  in  die  Differentialgleichung 

einsetzt,  p  genügt  dann  einer  Gau ß sehen  Differentialgleichung,  worin 
an  die  Stelle  von 

a  ,  ß  ^       7 

a-fl  —  y,    /3  +  1  —  y,    2— y 

getreten  sind.  Die  Differenz  der  Wurzeln  der  zu  a;  =  0  gehörigen  deter- 
minierenden Fundamentalgleichung  ist  jetzt  y  — ■  1  =  —  h,  also  eine 
negative  ganze  Zahl.  Wenden  wir  die  vorhin  erlangten  Resultate  auf  die 
Differentialgleichung  für  v  an  und  übertragen  sie  dann  auf  u,  so  ergibt 
sich: 

Wenn  a  +  1  —  y  oder  ß  -\-  i  —  y  mit  einer  der  Zahlen  1,2,...,  /?, 
also  a  oder  ß  mit  einer  der  Zahlen 

i  —  h,    2  —  h,.  .  .,    0 
übereinstimmt,  so  bleiben  die  beiden  Integrale 

F(a,  ß,  y,  X),    x^-rF{a  +1  —  y,    /5+1-y,    2—  y,x) 
bestehen,  falls  man  übereinkommt,  im  Zähler  und  Nenner  jedes  Koeffi- 
zienten von  F{a,  ß,  y,  x)   die   verschwindenden  Terme  wegzulassen.     In 
jedem  anderen  Falle  bleibt  das  Integral 

«02  =  ^'-^^(a  +  1  —  y,    |S  +  1  — y,    2— y,a;) 
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bestehen  und  an  die  Stelle  von  F{a.  ß.  y.x)  tritt: 

»Ol  =  a;i-r[Fi(a  +  1  —  y  ,    ß+\  —  y,    2  —  y,x) 
+  F(a  +  1  —  y  ,    /3  +  1  —  y,    2  —  y,x)  logx]  . 
Damit  ist  für  a:  =  0  das  kanonische  Fundamentalsystem  in  jedem 
Falle   aufgestellt;   wir   fassen    die    Resultate   in    dem   folgenden    Schema 
zusammen : 

1)  1  —  y  weder  gleich  Null  noch  einer  ganzen  Zahl: 
.TS       Jwoi  =  ^(a> /5,  y,  a;)  , 

^'^        luo2  -  x^-rF{a  +  1  -  y,   ^  +  1  -  y,  2  -  y,  x)  . 

2)  1  —  y  =  — ■  g,  g  gleich  Null  oder  einer  positiven  ganzen  Zahl: 

a)  eine  der  Größen  a,  ß  gleich  einer  der  Zahlen  1,  2,  .  .  . ,  g,  g  >  0; 
die  Reihen  (I)  behalten  ihren  Sinn,  wenn  man  die  verschwin- 
denden Terme  im  Zähler  und  Nenner  der  Koeffizienten  wegläßt; 

b)  a, /5_rrl,2,...,g,     g^O: 

»Ol  =  F{a,  ß,  y,  x) , 

»02  =  ^i(a,  ß,  y,  x)  +  F(a,  ß,  y,  x)  \ogx. 

3)  1  —  y  =  h,  h  gleich  einer  positiven  ganzen  Zahl: 

a)  eine  der  Größen  a,  ß  gleich  einer  der  Zahlen  1  — ä,  2  —  h, 
.  .  .,  0;  die  Reihen  (I)  behalten  ihren  Sinn  unter  der  für  2a) 
getroffenen  Festsetzung; 

b)  a,ß4  l~h,2~h,...,0: 

«Ol  =  a:i-^[Fi(a  +  1  —  y,  /S  +  1  —  y,  2  -  y,  a:) 

+  F(a  -f  1  —  y,  i5  +  1  —  y,  2  —  y,  X)  log  X] , 
Wo2  -=  x'~rF{a  +  1  —  y,  /S  +  1  —  y,  2  —  y,  x)  . 


53.    Kanonische  Fundamentalsystenie  für  »^  =  1,  u-  =  »  . 

Die  Behandlung  der  singulären  Punkte  a:  =  1,  a;  =  c»  läßt  sich  in 
einfacher  Weise  auf  die  bereits  erledigte  des  Punktes  x  =  0  zurückführen. 

Setzen  wir  zunächst  bei  x  =  1 

^  =  i-x 
und   führen   in  (G)  <?  als  neue  unabhängige  Variable  ein,    so  verwandelt 
sich  (G)  in  eine  Gau  ß sehe  Differentialgleichung  mit  der  unabhängigen 
Veränderlichen  <^,  wo  an  Stelle  von 

«,   ß.  y 

a,    ß,     a+  ß+l  —  y 
treten.    Wir  erhalten  folglich  für  1=0  oder  a:  =  1  das  kanonische  Fun- 
damentalsystem  1*11,  '*i2'  wenn   y  —  a  —  ß  weder  Null  noch  eine  ganze 
Zahl  ist,  in  der  Form: 
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u„  =  F{a,  ^,  a  -h  /9  +  1  —  y,  1  —  x)  , 

'*i8  =  (1  —  •'^)''  ^'^  '^J^{y  —  ß^y  —  '-t^  r  -  -  a  —  /?  4- 1,  \—x). 

Die  ModifikationPTi,  diP  für  dpn  Fall,  wo  y  —  a  —  ß  »leich  Niill 
odor  Pinor  pjanzen  Zahl  ist,  ointroten,  können  ans  dorn  ffir  x  —  0  anfge- 
stpllten   Schema  ebenso  einfach  abfjelesen   werden. 

Bei  a:  =  00  setzen  wir 

1 

.T   = 

/-- 

dann  wird  u  als  Funktion  von  /  keiner  Ganßsehen  Differentialgleichung 
genügen.  Um  zu  einer  Gaußschen  Differentialgleichung  zu  gelangen, 
setzen   wir 

w  —  f — «  u  , 

dann  befriedigt  w  eine  Gau  ß sehe  Differentialgleichung  mit  der  unab- 
hängigen Veränderlichen   /.  worin  an   Stelle  von 

a,  ß.  y 

a.    1  +  a  —  y,    1  +  a  —  ß 
treten.     Wir  haben  folglich,  wenn  ß — a  weder  gleich  Null  noch  gleich 
einer  ganzen  Zahl  ist,  für  /  —  0  das  Fundamentalsystem: 

(Voi  =  F[a,  i  +  a—y,  l  +  a~ß,t), 
(Vo2  =  tß--F{ß,  1  +  /9  —  y,  i  +  ß~a,ty 

und    somit    für    die    ursprüngliche   Differentialgleichung    das    zu    r  =  oo 

gehörige  Fundamentalsystem: 

"■"■  =©'"''("•  *■+«-''•  4  +  «-^.  i)- 

"..  =  Q'f(Ai  +  /;--y.  1  +  /5"«,  •)■ 

In  ähnlicher  Weise  ergeben  sich  die  Darstellungen  in  den  Ausnahme- 
fällen, wo  ß  —  a  eine  ganze  Zahl  oder  Null  ist. 


54.     Koiivergenzbereiche   der    aufgestellten  Reihenentwicklungen. 

Aus  der  allgemeinen  Theorie  folgt,  daß  jede  Funktion,  die 
der  Differentialgleichung  (G)  genügt,  keine  anderen  singulären  Stellen 
besitzt  als  0,  1,  oo.  Das  Integral  »oi  ist  überdies  in  der  Umgebung  von 
cc  =0  holomorph  (vorausgesetzt,  daß  1  — ■  y  keine  positive  ganze  Zahl 
ist),  die  für  dieses  Integral  gefundene  Reihenentwicklung 

F(a,  ß,  y,  x)\ 
konvergiert  folglich  innerhalb  eines  um  x  ~0  als  Mittelpunkt  beschrie- 
benen Kreises,  der  sich  bis  zum  nächsten  singulären  Punkte,  d.  h.  bis  zu 
X  =  i  hin  erstreckt. 
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Die  Gaußsche  Reihe  F{a,  ß,  y,  x)  ist  also  für  Werte  von  ä:. 
deren   absoluter    Betrag   kleiner   ist   als    Eins,    konvergent. 

Das  läßt  sich  auch  direkt  aus  der  expliziten  Form  der  Koeffizienten 
erschließen.  Nach  Gleichung  (2a)  (S.  211)  ist  nämlich  der  Quotient  des 
{v -{-  l)ten  Gliedes  der  Gaußschen  Reihe  durch  das  v-ie  Glied  gleich 

(a  +  v){ß+^) 

Dieser  Quotient  nähert  sich  für  ins  Unendliche  wachsendes  v  bei  will- 
kürlichen Werten  der  a,  ß,  y  dem  Grenzwerte  x\  nach  dem  d'Alembert- 
schen  Konvergenzkriterium  ist  die  Reihe  daher  konvergent,  wenn  |  a;  |  <  1, 
divergent,  wenn  |  a:  j  >  1. 

Die  Frage  der  Konvergenz  der  Gaußschen  Reihe  auf  der  Peripherie 
des  Konvergenzkreises  hat  Gauß  in  der  ersten  (von  ihm  selbst  veröffent- 
lichten) Abhandlung  über  diese  Reihe  für  reelle  Werte  der  a,  /S,  y  unter- 
sucht. Weierstraß  1)  hat  die  Gaußsche  Methode  auf  den  Fall  kom- 
plexer Werte  der  a,  ß,  y  ausgedehnt.  Es  ergibt  sich  in  Übereinstimmung 
mit  dem  in  der  Nr.  47  angeführten  Satze  von  Thome,  daß 

F{a,  ß,  y,  x) 
für  Werte  von  x,  deren  absoluter  Betrag  gleich  Eins  ist,  ausgenommen 
den  Wert  x  =  1,  konvergent  ist,  falls  der  reelle  Teil  von  y  —  a  —  ß  größer 
ist  als  —  1 ;  wenn  der  reelle  Teil  von  y  —  a  —  ß  positiv  ist,  so  konvergiert 
die  Reihe  auch  noch  für  x  =  l. 

Da  für  unbestimmte  a,  ß,  y  (wo  also  keiner  der  ,, Ausnahmefälle'' 
eintritt)  die  für  u^^y  u^,  Uja,  u^y,  u^^  aufgestellten  Reihenentwicklungen 
sämtlich  durch  den  Algorithmus  der  Gaußschen  Reihe  gegeben  werden, 
folgen  nun  unmittelbar  die  Konvergenzbezirke  dieser  Reihen.  Will  man 
auch  die  Ausnahmefälle  mit  umfassen,  so  bedient  man  sich  am  einfachsten 
des  Satzes,  daß  der  Konvergenzkreis  einer  Potenzreihe  bis  zu  dem  dem 
Mittelpunkte  am  nächsten  gelegenen  singulären  Punkte  reicht.  Man 
erkennt  unmittelbar,  daß  die  im  folgenden  zusammengestellten  Kon- 
vergenzbereiche vorhanden  sind : 

"oi7  "o2  konvergieren  für  \x\  <  1  , 
"ll,   "12  ,.  .,     I  1— jj  <  1  , 

Jiaoi,  ^«2  11  ,.       \  X  \    '>    \   . 

Da  diese  Konvergenzbereiche  zusammengenommen  die  ganze  x- 
Ebene,  zum  Teil  auch  mehrfach,  überdecken,  sind  wir  für  die  Gaußsche 
Differentialgleichung  in  der  glücklichen  Lage,  für  jeden  2- Wert  wenigstens 
ein  Fundamentalsystem  durch  unsere  Reihenentwicklungen  dargestellt  zu 
haben.     Um  die  Integration  in  dem  in  der  Nr.  47  präzisierten  Sinne  als 

1)  K.  Weicrsfr.iß.  Crelles  Journal.  Bd.  .■)!  (1856).  S.  1 :  Werke  I.  1894. 
S.  173. 
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vollständig  erledigt  betrachten  zu  können,  bedarf  es  nur  noch  der  Kennt- 
nis dei'  einem  bcliebig(>n  Fundamentalsystenie  w,,  u.^  zugehörigen  Fun- 
dainentalsnbstitutionen. 

55.    Bestimmung  der  Fundamentalsubstitutionen. 

Wir  setzen,  um  die  Vorstellung  zu  fixieren,  voraus,  daß  das  Fun- 
damentalsystem Hj,  ^2  durch  seine  Anfangswerte  in  einem  Punkte  der 
a:-Ebene  gegeben  sei,  der  dem  Konvergenzbereiche  der  Reihen  m^^,  u^^. 
angehört,  also  außerhalb  des  um  den  Nullpunkt  mit  dem  Radius  Eins 
beschi'iebenen  Kreises  liegt.  Dann  sind  also  die  Ausdrücke  der  {u^,  u^,) 
durch  (Uooj,  Uacz)  ^^^  bekannt  anzusehen  und  es  handelt  sich  um  die  Auf- 
stellung der  Fundamentalsubstitutionen  für  dieses  letztere  Fundamental- 
system. Dabei  ist  zu  beachten,  daß  für  die  lineare  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  die  Matrix 


'00  2    '•'00  2/ 

als  Integralmatrix  zu  gelten  hat.  Wird  diese  Matrix  von  links  her  mit 
der  konstanten  Matrix  C  komponiert,  so  verwandeln  sich  w^j,  u^2  ^^ 

Ciillooi  "1~   Cl2'^oc2?      ^21^x1  ^"  ^22^x2*5 

wir  sagen  dann  kurz,  daß  u<„i,  u^2  die  lineare  Substitution  C  erfahren 
haben.  Der  Einfachheit  wegen  beschränken  wir  uns  auf  den  Fall  unbe- 
stimmter a^  ß,  y,  schließen  also  das  Auftreten  der  Ausnahme- 
fälle   aus. 

Wir  denken  uns,  wie  allgemein  vorgesehen,  die  Punkte  a;  =  0,  1,  oo 
durch  kleine  Kurven  ausgeschlossen  und  0,  1  mit  oo  durch  die  beiden 
Querschnitte  Iq,  Z^  verbunden,  die  wir  z.  B.  so  legen  können,  daß  Iq  von 

0  nach  —  cc  längs  der  negativen  reellen  Achse,  l^  von  1  nach  -j-  oo  längs 
der  positiven  reellen  Achse  verläuft.  In  der  so  entstehenden  einfach  zu- 
sammenhängenden Fläche  T  sind  die  durch  analytische  Fortsetzung  der 

^01?  ^025  ^lli  ^12?  ^xl5  ^oo2 

innerhalb  T  entstehenden  Funktionszweige  eindeutig  und  endlich,  wir  be- 
zeichnen sie  mit  denselben  Buchstaben  wie  die  Reihen,  aus  denen  sie  ent- 
sprungen sind,  und  woUen  ebenso  unter  F{a,  ß,  y,  x)  nicht  allein  die  für 

1  a;  1  <  1  konvergierende  Reihe,  sondern  auch  den  aus  dieser  Reihe  durch 
analytische  Fortsetzung  innerhalb  T  entspringenden  und  daselbst  ein- 
deutigen Funktionszweig  verstehen.  Die  mehrdeutigen  Faktoren,  die  in 
der  Darstellung  der  sechs  kanonischen  Integrale  auftreten,  fixieren  wir 
durch  die  Festsetzung,  daß  bei  Fortsetzung  innerhalb  T 

lim  x^—r  ^  lim(l  —  a;)>'— «— ^  =  lim  a;— «  =  lim  x—p  =  1 

sei. 
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Es  handelt  sich  nun  um  die  Herstpllung  der  Substitutionen,  die 
(«00  n  '^002)  erfährt,  wenn  x  die  Querschnitte  /07  ^1  i'"  positiven  Sinne  über- 
schreitet;  wir  bezeichnen  diese  init 


J-0  — 


so  daß  also  m^j,  u^.^  beim  Überschreiten  von  l^  im  positiven  Sinne  in 

und  beim  Überschreiten  von  l^  im  positiven  Sinne  in 

übergehen.  Ein  positiver  Umlauf  um  a;  =  00,  bei  dem  zuerst  der  Quer- 
schnitt /q,  dann  der  Querschnitt  Z^,  beide  im  negativen  Sinne  überschritten 
werden,  verwandelt  u^^,  u^o  in 

bezeichnen  wir  also  diese  Substitution  durch 


80  ist  (vgl.  Nr.  47,  Gleichung  (67),  S.  199) 

(5)  s>^  =  Q^'nv'- 

Die  inverse  Matrix  von   £2^  läßt  sich  offenbar  so  zusammensetzen: 

(6)  sC  =ii,Qo\ 

komponieren  wir  hier  beiderseits  mit  i^,7"^  von  rechts  her,  so  ergibt  sich 

(7)  Ä,  =i2-'V; 

von  dieser  Darstellung  von  ßi  werden  wir  sogleich  Gebrauch  zu  machen 
haben. 

Wir  schreiben  die  zwischen   00  und  0  einerseits.    X)  und  1  anderer- 
seits vermittelnden  Übergangssubstitutionen  wie  folgt:  ^) 


'^01  +  Co  '^02  ' 


l  **  X  2   —  ^0 


"«1  =  «i"n  +  *i«i2. 

ttx2   =  C,U„   +  Öl  «12. 


Wenn  dann  x  den  Querschnitt  l^  einmal  im  positiven  Sinne  über- 
schreitet, so  verwandeln  sich  »u,  Ujg  i" 

«11.  e2.i»(;— «-/*)  Ui^  , 
also  M^,,  tt„n<>  in 


'» 1?  "-ooa 


^)  Vgl.  für   das  Folgende:    Riemann,   Werke    (2.  Aufl.)   S.  TMfT.;    I'icard, 
Tratte  III  (1908)  S.  316ff. 
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iNach  Gleichung  (7)  ist  (liest-  •'iriinaligc  ('borschreitung  von  l^  im 
positiven  Sinne  gleichwertig  einem  Wege,  der  erst  einen  Umlauf  um 
a:  —  00  im  negativen  Sinne  vollzieht  und  dann  Iq  ebenfalls  im  negativen 
Sinne  durchquert.  Bei  dem  Umlauf  um  a;  =  oo  im  negativen  Sinne  multi- 
plizieren sich  Masn  ^^2  beziehungsweise  mit 

P — 2nia        f> — Znifll  ' 

bei  Durchquerung  von  Iq  im  negativen  Sinne  multiplizieren  sich  ferner 
"ot>  ^^02  beziehungsweise  mit 

durch  Anwendung  der  ersten  der  Übergangssubstitutionen  (8)  erhalten 
wir  folglich  die  Werte,  in  die  «xj,  ««2  auf  dem  geschilderten  Wege  über- 
geführt werden,  in  der  Form 

..f^.  [^^^"'«(«o'^oi  +  ^oe^'^' "02), 

Diese  müssen  aber  mit  den  Werten  (9)  übereinstiimiien,  wir  haben 
also  die  Gleichungen 

(11)  a^Mu  +  6ie2/i.(r -«-^)  u^^  =  e--^'"«(aoUoi  +  boe^^'r  M02) , 

(12)  CjUii  +  d^e'^'<r~—^)u^^  =  e^^^'^c^UQ^  +  öoe^«'' «02)  . 
denen  wir  noch  die  aus  (8)  folgenden  Gleichungen 

(13)  aiMii  +  61U12  =  öot^Ol  +  ^0*^02  > 

(14)  CiWii  +  Ö1U12  =  CqUoi  +  öoi^o2 

an  die   Seite  stellen.      Eliminieren  wir  zwischen  den  Gleichungen   (11), 
(13)  einerseits  und   (12),   (14)  andererseits  erst  u^,  dann  11^2  und  ver- 
gleichen die  so  sich  ergebenden  Ausdrücke  jeder  dieser  beiden  Größen 
miteinander,  so  erhalten  wir 
0  -  Uoi[aoöi(e-2^'«  -  1)  —  Co/»i(e-2;.i/s  _  i)] 

+  '^o2[^oöi(e2'"0-")  -  1)  -  öo^i(«2-(>-^)  -  1)]  , 
0  -  Moi[aoq(e-2'"(7'-^)—  1)  —  Coai(e-2^'(>-«)  —  1)J 

+  i^02[Kci{e'"'^  —  1)  -  öo«i(e2-«  —  1)]  . 
Dies  sind  homogene  lineare  Relationen  mit  konstanten  Koeffi- 
zienten zwischen  «oi,  «02?  da  aber  Woi,  u^^  ein  Fundamentalsystem  bilden, 
sind  solche  Relationen  nur  möglich,  wenn  die  einzelnen  Koeffizienten 
verschwinden.  Wir  erhalten  also  vier  Gleichungen,  die  wir  mit  Rücksicht 
darauf,  daß 

g— 2/1.«  —  j^  —  g— 7iia(g— 71/«  —  gyTi«)  _  —  2i  •  e— '»'«  sin  na 
usw.  ist,  in  der  Form  schreiben  können: 

._  ÜQ       bie-^'i^  siiiTtß  _ai^er-^^ß  sin{y  —  a)  tc 

f'o  ~  öl  e— "'«  sin  ?r  a  ~  c^  e—^ia  sin  {y  —  ß)n  ' 
i\a\         ^0  _  ^1  e~'^iß  sin  (y  —  ß)^  _  a^  er-^^ß  sin  jiß 
do  ~  dl  e-"'«  sin  (y  —  a)7t~  c^  g— '"«  sin  tt a  ' 
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Nun  ist   (vgl.   Nr.  47.  Gleichung  (65),   S.  198) 

und  da,  wenn  wir 
setzen, 


Ci  dj  \0  e2'-"(/— «-*)/   \ci  dl 
a^di  — :  ^iCi  =  d 


/«i  M-' 

[öl          bA 
Ö            ö 

Vidi)    - 

ist,  so  ergibt  sich 

|«l^^l_,2.,.-a-,.)^l^^ 

\             (^lK^2n,(r-a-ß)          1) 

ßi  = 

1^^1(1  _e2/i,{>—a-^)) 

0                                   0 

Setzen  wir  nun 

^1 

SO  ist 

tti^i            Ai          Ci&i            /I2 

dibi          ^1^2         ^i^i 
ö    ~Ai  — A2'      «5    ~A 

1 

^    ~Ai- 

Ä2                0                  A-y             A2 

1  —  Ä  ■ 

d.  h.  die  Koeffizienten  der  Substitution   Si-^  hängen  nur  von  Aj.  Ag  und 
bekannten  Größen  ab.     Nun  ist  aber  z.  B.  vermöge  der  Gleichung  (15) 

,    sin(y  —  a)  7t- sin  Tta 
^  ~   '^  sin  (y  —  ß)7i  ■  sin  nß  ' 

es  handelt  sich  also  nur  noch  um  die  Bestimmung  der  Größe  A^. 

Zu  diesem  Ende  setzen  wir  in  der  zweiten  der  Übergangssubstitutionen 
(8)  für  X  den  Wert  1  ein.    Dann  ist 

lim  lin  =  1  , 

und  wenn  wir  voraussetzen,  daß  der  reelle  Teil  des  Exponenten  y  —  a — ß 
positiv  ist, 

lim  Hj.,  =  0  ; 


ferner  ist 


x->-l 


hmu^i  =  F{a,  a  —  y  +  l,a  —  ^+1,1). 


limw. 


F(/S,|S-y+l,  /S-a+1,  1) 


bezeichnen    wir    also    den  Wert,    den    der  durch    die   Gaußsche   Reihe 
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F{a,  ß,  y,  x)  (lotoriiiiiuertr,    iniicihalli    7'   eindeutige   Funktionszweig   im 
Punkte  X  —  i   anniiiitnt  ').  mit 

F{a,ß,y,i)=f{a,ß,y), 
so  l'olgt  durch  Einsetzen  von  a;  =  0  in  die  gedachte  Übergangssubstitution 
ai  =/(a,  a  — y  +  1,  a  — ,^5+  1),  ^ 

Ci-fiß.  ß~r+i,  /3--a+l), 
wodurch  also  A^  auf  die  Funktion  /(a,  ß,  y)  zurückgeführt  ist.  Mit  dieser 
Funktion  hat  sich  Gauß  (a.a.O.)  beschäftigt  und  gezeigt,  daß  sie  sich 
durch  die  sogenannten  Eul  er  sehen  Integrale  ausdrücken  läßt;  wir 
kommen  auf  diese  Darstellung  nachher  zurück.  Sehen  w^ir  jene  Funktion 
vorläufig  als  bekannt  an,  so  ist  also  Aj  bekannt,  und  somit  auch  die  Fun- 
damentalsubstitution Sil  bekannt. 

Durch  iiii  und  S2^  läßt  sich  aber  die  Fundameiitalsubstitution  Si^ 
sofort  darstellen,  es  folgt  nämlich  aus  (6) 

Damit  ist  das  Integrationsproblem  für  die  Gauß  sehe  Differential- 
gleichung im  Falle  unbestimmter  a,  ß,  y  als  gelöst  anzusehen  ^).  Ge- 
nauer gesprochen  ist  es  auf  die  Bestimmung  von  /(a,  ß,  y)  zurückgeführt. 


56.    Multiplikator.     Adjungierte  Differentialarleichung.     Identität 

von  Lagrange. 

Die  Bestimmung  von  /(a,  ß,  y)  gelingt  am  einfachsten,  wenn  man 
sich  einer  Darstellung  der  Lösungen  der  Gauß  sehen  Differentialgleichung 
durch  ein  bestimmtes  Integral  bedient,  die  zuerst  von  Eul  er  angegeben 
worden  ist.  Um  zu  dieser  Darstellung  zu  gelangen,  müssen  wir  einige 
Betrachtungen  vorausschicken,  die  sich  auf  beliebige  lineare  Differential- 
gleichungen beziehen,  und  die  auch  für  andere  Fragen  von  Wichtigkeit 
sind. 

Wir  nehmen  die  Differentialgleichung  in  der  Form 

,,,  r^  ,    V  d^u  du 

(I)  ^^(»)=P^2-^9^^  +  /-^=0; 

der  Charakteristik,  die  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  bezeichnet,  haben 
wir  den  Index  x  angehängt,  um  auch  die  unabhängige  Variable  der  Diffe- 
rentialgleichung hervortreten  zu  lassen. 

^)  Vgl.  z.  B.  L.  W.  Thome.  Grelles  Journal,  Bd.  87  (1879),  S.  222. 
-)  In  bezug  auf   andere   Formeln   und   für   die   einschlägige  Literatur   werde 
auf  Bd.  I  des  Handbuches  von  L.  Schlesinger  verwiesen. 
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Lagrange  \)  hat  zuerst  die  Frage  behandelt,  wie  man  eine  Funktion 
v  von  X  bestimmen  kann,  mit  der  die  linke  Seite  P^iu)  der  Differential- 
gleichung (I)  multipliziert,  die  Ableitung  eines  homogenen  linearen  Diff*- 
rentialausdrucks  erster  Ordnung  wird,  also 


(11)  ^p^iu)  =  f^  («(^)-^"  +  ß{^)  ^)  ■ 


Die  Wichtigkeit  einer  solchen  Funktion,  die  man  einen  Multi- 
plikator von  (I)  nennt,  liegt  auf  der  Hand.  Denn  ist  ein  solcher  Multi- 
plikator gefunden,  so  können  wir  an  Stelle  von  (I)  die  Differentialgleichung 

oder  integriert 

a{x)   ,    -f-  ß{x)u  =  const. 

betrachten;  diese  letztere  Gleichung  ist  aber,  wie  in  der  Nr.  16  gezeigt 
wurde,  stets  durch  Quadraturen  zu  integrieren.  Die  Kenntnis  eines 
Multiplikators  ermöglicht  also  die  Integration  der  Diffe- 
rentialgleichung (I)  durch    Quadraturen. 

Um  V  zu  bestimmen,  integrieren  wir  die  Gleichung  (11)  nach  x: 

j'vPx{ii)  dx  =  a(a;)^^  +  ß{x)  M, 

und  untersuchen  nun  das  linkerhand   stehende   Integral 

fvPx{u,)dx  =Ji>(pu"  -f  qu'  -r  ru)dx 
unter  der  Annahme,  daß  i>  und  u  beliebige  Funktionen  von  x  sind.     (Dif 
Akzente  bedeuten  Ableitungen  nach  ;r. ) 

Bedeutet  w  eine  Funktion  von  x,  so  folgt  durch  zweimalige  An- 
wendung der   partiellen   Integration 

fwu"  dx  —  wii'  — fu'  iv'dx  =  wu'  —  w'  ii  -\-luw"dx  . 
Wenden   wir   diese   Form(>l   und    die   partielle    Integration   auf  das 
obige  Integral  an,  so  wird 

JvPx{u)dx  =J'[i>p)u"dx  -\- f  {vq)  ii' dx  -\-l{vr)udx 

\  ,       ,v  ,.     r  [d'^k^v)     ^\v<i)       \  , 

=  p(pu  —  at- ) -f  ut'((7  — p  )-f  /  M  j^^^.,    —  ^^    -firji/a;. 

Dei'  im  dritten  Gliede  unter  dem  Integralzeichen  auftretende  Klam- 
merausdruck   ist    ein    homogener    linearer    Differentialausdruck    zweiter 

1)  Miscell.  Tauriii.  111.  (176lV6G).  S.  179:  vgl.  für  das  Folgendi-:  Fuchs. 
Grelles  JoUrnal.  Bd.  76  (1874),  S.  177,  Werke  I,  S.  415;  Frobenius.  Creile.>^ 
Journal.  Bd.  76  (1878).  77  (1874).  80  (1875),  85  (1878):  siehe  auch  L  Schle- 
singer, Handbuch  I.  S.  .M-5,  wo  weitere  Literaturangaben  zu  finden  sind. 
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Ordnung  für  v,  dosson  Kooffizionton  sich  in  oinfachor  Woise  aus  doii  Kot'f- 
lizionten   von    P^u)   bilden   lassen;  wir   sctzt'ii 

„  ,  ^       d'Hi'p)       d\vq) 

^'^"^  ^  ~^  ~    dx     +  '''■  ^  P"    ^'  ^^P  ~  ^^''   +  <P    -9'  +  r)v 
und 

p{va'  --  uv')  4-  (</  -^  p')  UV  ^-  Px{u,  v) , 
dann  lautet  die  obige  Gleichung 

/vP4u)dx  =  Pr{u,  v)  -\-J'uP^{v)dx  , 
oder  differentiiert 

diese  Gleichung  nennt  man  die   Identität    von    Lagrange. 

Der  Ausdruck  Pxiu-,  v)  ist  in  bezug  auf  u  ein  homogener  linearer 
Diflferentialausdruck  erster  Ordnung;  v  wird  also  ein  Multiplikator  von  (I) 
sein,  wenn 

Px{v)  =  0 
ist.  Dies  ist  eine  homogene  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
für  p,  die  man  nach  Fuchs  die  adjungierte  von  (I)  nennt.  Auch  heißt 
P^(e)  der  zu  P^iu)  adjungierte  Differentialausdruck,  und  PxiUi  ^), 
das  sowohl  in  bezug  auf  u  als  auch  in  bezug  auf  t'  homogen,  linear 
und  von  der  ersten  Ordnung  ist,  wii-d  der  begleitende  bilineare  Dif- 
ferentialausdruck genannt  (Frobenius). 

Also  ist  i>  ein  Multiplikator  von  (I)  ■ 
Px{li)  =  0  , 
wenn  f  eine  Lösung  der  adjungierten  Differentialgleichung  ist;  umgekehrt 
zeigt  die  Lagrangesche  Identität  sofort,  daß  u  ein  Multiplikator  von 

Pz{v)  =  0 
ist,  wenn  u  der  Differentialgleichung  (1)  genügt.    Die  Beziehung  zwischen 
einer  Differentialgleichung  und  ihrer  adjungierten  ist  also  eine  gegen- 
seitige, was  ja  übrigens  schon  aus  der  Symmetrie  der  Lagrangeschen 
Identität  erhellt. 

Das  Vorstehende  genügt  für  die  Zwecke,  die  wir  augenblicklich 
verfolgen;  an  späterer  Stelle  (Nr.  75)  kommen  wir  auf  diese  Betrach- 
tungen noch  einmal  zurück. 


Schlesinger,  DifEeientialgleichungea.  15 
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57.    Tntefirration  der  0 au ß sehen  Differentiale^leichung  durch 

bestimmte  Integrale.    Vertauschung  von  Parameter  und  Argument. 

Eulersche  Transformierte. 

Wie  bereits  bemerkt,  hat  Euler  ')  die  Lösungen  einer  GauB sehen 
DifTerentialgleichung  in  der  Form  von  bestimmten  Integralen  dargestellt, 
die  zwischen  konstanten  Grenzen  erstreckt  die  unabhängige  Variable  x 
als  Parameter  enthalten.  Wenn  wir  diese  Darstellung  im  Gebiete  der 
komplexen  Variabein  verwerten  wollen,  so  müssen  wir  ein  solches  Inte- 
gral statt  zwischen  festen  Grenzen,  längs  einer  geschlossenen  Kurve  er- 
strecken; dann  haben  die  hier  in  Betracht  kommenden  Integrale  dir- 
Gestalt : 

J\v{z){z  —  x)i~^dz. 

L 

WO  w{z)  eine  geeignet  zu  wählende  Funktion  von  z,  |  eine  Konstante,  L 
einen  geeignet  gewählten  geschlossenen  Weg  in  der  z-Ebene  bedeutet. 

Diese  Art  von  Integralen  bietet  eine  in  die  Augen  fallende  Analogie 
mit  denjenigen  dar,  durch  die  man  in  der  Potentialtheorie  Lösungen  der 
sogenannten  Laplac eschen  partiellen  Differentialgleichung 

darzustellen  pflegt.  Hat  man  z.  B.  eine  über  einen  gewissen  Raum  i 
verteilte  Masse,  die  nach  dem  Newtonschen  Gesetze  auf  einen  außerhalb 
dieses  Raumes  gelegenen  Massenpunkt  mit  der  Masse  1  und  den  Koor- 
dinaten I,  r/,  C  wirkt,  so  wird  das  Potential  jener  Masse  auf  diesen  Punkt 
durch  das  Integral 

(C) 

dargestellt,  wo  dann  w{x,y^z)  die  Dichtigkeit  der  Masse  im  Punkt»* 
(a:,  1/,  z)  des  Raumes  C  bedeutet.  Wir  haben  also  auch  hier  eine  Funktion 
w  des  Ortes,  auf  den  sich  die  Integration  bezieht,  multipliziert  mit  einer 
Potenz  (der  ( —  l)ten)  des  Abstandes  jenes  Ortes  von  dem  ., Aufpunkte" 
(I,  r\^  C),  genau  so  wie  in  dem  oben  angegebenen*  Integrale.  Wir  werden 
darum  auch  in  dem  letzteren  die  Funktion  n(z)  die  Dichtigkeitsfunk- 
tion nennen  und  jetzt  die  Aufgabe  behandeln,  diese  Funktion  und  den 
Integrationsweg  L  so  zu  bestinunen,  daß  jenes  Integral  (h^r  Gaußschen 
Differentialgleichung  Genüge  leistet. 

')  L.  Euler,  Institutiones  calculi  integralis  11  ^ITUy),  Cap.  XI.  Opera,  ser.  1. 
vol.  12,  S.  246 ff.;  vgl.  für  das  Folgende:  L.  Schlesinger.  Handbuch,  Bd.  11.  1. 
XII.  Abschnitt,  wo  auch  die  einschlägige  Literatur  zusammengestellt  ist. 
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Wir  bezeichnen  die  linke  Seite  der  Gau ß sehen  Differentialgleichung 

mit 

D.(a)=a:(l-.r)j^"+[y-(a  +  /J+  V)x]£^aßu 
lind  setzen  nun  hierin 

(17)  u  =  l\v{z){z  ~  x)'^    ^dz.  , 

L 

Indem  wir  die  Differentiationen  von  u  nach  x  unter  dem  Integral- 
zeichen vollziehen,  finden  wir 

(18)  dT(/U'(z)(z  —  x)^'^dz)  =/w{z)Dx{{z  —  .T)i^->)(iz  . 

L  L 

Wir  formen  zunächst  den  Ausdruck 

D4{z  —  x)^-^)  =  x{\—  x){i  —  l)(e  —  2)(z  —  x)^-^ 
—  [y  —  ia  +  ß-h  i)x]{^  ~  \){z  —  x)^-^  ~  aßiz  —  x)^-^ 
um,  indem  wir  seine  von  x  abhängigen  Koeffizienten  nach  Potenzen  von 
z  —  X  entwickeln.     Es  ist : 

x{i  —x)=  z(l—  z)  —  (1  — 2z)(z  —  x)  —  {z  —  xf  , 
>  —  (a  4-  i3  +  l)a;  =  y  —  (a  ^-  ß  +  i)z -\- [a  +  ß -\-  i){z  —  x) ; 
dies  eingesetzt  und  nach  Potenzen  von  (:  —  x)  geordnet  gibt 
Z)4(z  — a:)5-i)  =  (^  — 1)(|  — 2)(z  — a;)^3(2_22) 
+  (I  —  l)(z  —  x)£-2  [—  (^  -  2)(1  _  2z)  —  y  +  (a  +  /S  +  1)2] 
+  (z  -  .T)5-»  [-  (^  -  l)(s^  -  2)  -  (e  -  l)(a  +  iS  +  1)  -  a/3]  . 
Nun  ist: 

(^  -  1)(|  -  2)(z  -  x)5-3  =  ^-^^2^^  , 

d{z  —  x)5-i 
(|-l)(z-x),-^  =  -i-^L, 

setzen  wir  also 

(19)  M^)=-z{i-z)^l^ 

dv 

+  [-(|-2)(l-2z)-y  +  (a+^+l)z]^^ 

-  [(^  -  1)(^  -  2)  +  (I  -  l)(a  +  i3  +  1)  +  a/^Jc' , 
so  besteht  die  identische  Gleichung 

(20)  Z).((z-a;)5-i)  =  J,((z-x)?-M  • 

Der  Ausdruck  J^(c)  ist  selbst  ein  homogener  linearer  Differential- 
ausdruck zweiter  Ordnung  für  v  als  Funktion  von  z  mit  in  z  rationalen 
Koeffizienten;  die  Differentialgleichung 

(21)  Mv)=Q 

ist  zwar  keine  Gaußsche,  aber  sie  gehört  zum  Fuchsschen  Typus  und 
ihre  singulären  Punkte  sind  0,  1,  oo.     Die  Identität  (20)  nennen  wir  den 

15* 
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Satz  von  der  .Vertaiischung  des  Parameters  mit  dem  Argu- 
mente, auf  der  linken  Seite  ist  nämlich  z  der  Parameter  und  x  das  Argu- 
ment, auf  der  rechten  Seite  dagegen  x  der  Parameter  und  z  das  Argument. 
Nach  Anwendung  des  Vertauschungssatzes  auf  die  rechte  Seite 
der  Gleichung   (18)  lautet  diese  Gleichung: 

(22)  D^ (./'«' (z) (2  — 3:)5-'rf2)  ^f  w{z)M{z^  x)^-^)dz  , 

i  L 

und  nun  liegt  es  nahe,  zur  Umformung  der  rechten  Seite  die  Lagrange- 
sche Identität  heranzuziehen. 

Bezeichnen    wir    mit  A^   {w)   den   adjungierten  DilTerentialausdruck 
von  AJ^v)  und   mit  A^{y^  w)  den  begleitenden  bilinearen  Ausdruck,  so  ist 

d 
wA^Xv)  —  vAz{w)  =   ,   Jz{v,  «')  . 
dz 

Nehmen  wir  hierin 

V  —  (z  —  a:)^i  , 

so  können  wir  (22)  in  der  Form  schreiben: 

D.{fw{z){z  -  xY^~Uz)  =J\z  -  x)l  ^M^)dz  ^jdM(z-^x)i-^,^)  ^, 

Wir  wollten  das  Integral  (17)  so  einrichten,  daß  es  der  Gau ß sehen 
Differentialgleichung 

D^{u)  =  0 
genügt;  wir  werden  also  w{z)  so  wählen,  daß 

(23)  A^{w)=0, 
und  L  so,  daß 

(24)  J ^^ dz=0 

L 

ist.  Die  Gleichung  (23)  ist  eine  homogene  lineare  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  für  «',  und  zwar  die  adjungierte  von  (21);  um  (24)  zu 
erfüllen,  muß  L  so  gewählt  werden,  daß  der  Ausdruck 

<p{z)=M{z~x)^~^,^>) 
auf  dem  Wege  L  fortgesetzt  zu  seinem  Ausgangswerte  zurückkehrt. 

Die  Gleichung  (23),  die  die  Dichtigkeitsfunktion  a'(z)  bestinunt. 
nennen  wir  die  Eulersche  Transformierte  der  Gaußschen  Diffe- 
rentialgleichung. 


58.    Bestimmung   der  Dichtigkeitsfuiiktion  und  des  Integrations- 
weges. 

Um  die  Dichtigkeitsfunktion  «•(;)  in  möglichst  einfacher  Weise  er- 
halten zu  können,  disponieren  wir  über  die  Konstante  |  derart,  daß  in 
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der  Differentialgleichung  (21)  der   Koeffizient  von  f  verschwindet.      Wii- 
erhalten  nach  (19)  durch  diese  Forderung  für  ^  die  Gleichung 

{$-     1)(.t-2  4- a+ /54- 1)4- a/5 -0, 
deren  Lösungen 

1-a,    l-ß 
sind.     Da  a,  ß  in  der  Gaußschen  Differentialgleichung  ganz  symmetrisch 
auftreten,   ist  es  gleichgültig,  welche  dieser  beiden  Lösungen  wir  wählen; 
es  sei 

Dann  lautet  der  Ausdruck  (19) 

Mi')  =  2(1  -  2)  ^  +  [a  4-  1  -  y  +  3(^  -  a  -  1)]  ^^ 

und  nach  den  Formeln  der  Nr.  56  ergeben  sich  für  den  adjungierten  und 
den  begleitenden  bilinearen  Differentialausdruck  die  Werte 

j,(tv)  =  3(1  -  z)  2l' +  [1  -  2z  -  a  +  r  -  (/5  -  a  +  1 )  2]  ^^ 
—  {ß  —  a^\)^^' 

^t/zr^~"^^rfz -'"->'+  (^-a+l)2]«'^ 
und 

Je(c',  aO  =  2(1  —  z)  («•  J^  —  i'  '^'^l  +  [a  —  y  +  (/S  —  a  4-  1)  2]  c»«^  . 

Die  linke  Seite  /lz{w)  der  Eul  er  sehen  Transformierten  ist  jetzt 
ein  vollständiger  Differentialquotient;  da  es  uns  nur  auf  eine  partikuläre 
Lösung  ankommt,  wählen  wir  die  nach  der  ersten  Integration  auftretende 
willkürliche  Konstante  gleich  Null,  bestimmen  also  w{z)  aus  der  Gleichung 

z{l-z)f^-[a-y  +  {ß-a^l)zU'=0, 

woraus  sich 

d  log  tv       a  —  y  -{-  iß  —  «4-1)2 
dz      ~  z(l  —  z) 

und  weiter 

w  =  e         2(1— j) 

ergibt.     Das   im   Exponenten   auftretende   Integral   läßt   sich   nach   ele- 
mentaren Regeln  ausführen: 

f "  ~~(I^Z^f^^  ^  ^^  =  log  2-r(z  _  l)r-^-i  +  log  const. , 
wählen  wir  die  Integrationskonstante  gleich  Eins,  so  ist  also 

w  =  z^—f^z  —  l)r-,?— 1 
die  Dichtigkeitsfunktion. 
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Für  die  Funktion  <p(z),  deren  wir  zur  Fixierung  des  Integrations- 
weges  L  bedürfen,  ergibt  sich  nach  Einsetzen  der  Werte  von  |  und  «• 
durch  einfache  Rechnung: 

=  az^-y+Hz —  iy—f^iz  —  x)—"—^  =  qj(z)  . 
endlich  nimmt  das  Integral   (17)  selbst  die  Form  an: 
(17a)  u  =J'z"-y{z—l)'->^-'^(z  —  x)-''dz. 

Wir  wenden  uns  nun  zur  Bestimmung  des  Integrationsweges  L. 

Schließen  wir  aus  der  z-Ebene  die  Punkte 
z  —  0,  1,  z,    ex? 
durch  unendlich  kleine  Kurven  aus  und  legen  von  0,  1,^  aus  nach  dem 
Unendlichen  hin  die  Querschnitte  io?  ^i^  ^  so  ist  in  der  so  entstehenden 
einfach  zusammenhängenden  Fläche   T  sowohl    ^(2)   als  auch  die  unter 
dem  Integralzeichen  stehende  Funktion 

^(z)  =  z«->'{z  —  \.)-—p-^{z  —  x)-« 
eindeutig  und  endlich.    Der  Integrationsweg  L  ist  so  zu  wählen,  daß  auf 
diesem  Wege  fortgesetzt  <p{z)  zu  seinem  Ausgangswerte  zurückkehrt :  dies 
würde  jedenfalls  erfolgen,  wenn  wir  L  als  einen  ganz  innerhdb   T  ver- 
laufenden geschlossenen  Weg  annähmen;  dann  würde  aber 

./>(z)rfz  -0 

X 

«ein,  so  daß  ein  solcher  Weg  unbrauchbar  ist. 

Wir  verfahren  daher  folgendermaßen.  Es  sei  z  =  C  ein  beliebiger  von 

0,  1,  X,  00 
verschiedener  Punkt  der  z-Ebene;  wir  gehen  von  z  —  l,  aus,  innerhalb  T 
bis  dicht  an  einen  der  Punkte  0,  1,  x,  00  heran,  umki-eisen  dann  den  be- 
treffenden Punkt  im  positiven  Sinne 
(entgegengesetzt  der  Richtung  eines 
in  dem  Punkte  befestigt  gedachten 
Uhrzeigers)  und  kelu-en  wieder  inner- 
halb f  (etwa  auf  demselben  Wege, 
auf  dem  wir  gekommen  sind)  nach 
C  zurück.  Einen  solchen  Weg  nennt 
man  eine  von  C  *ius  nach  dem  be- 
treffenden der  Punkte  0,  1,  x.  oc  hin 
gelegte  Schleife  (siehe  die  Fig.  3). 
Wir  bezeichnen  diese  Schleifen  der 
Reihe  nach  ilurch 


00 


Fig.  3. 


*05    *1>    *'"   **     ' 
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1111(1,  wenn  sie  im  entgegengesotzten  Sinne  durchlaiiffui  werden,  durch 

dann  überschreitet  also  .s\,  den  Querschnitt  Iq,  s^  den  Querschnitt  /j,  s^. 
den  Querschnitt  /  im  positiven  Sinne,  während  s„  die  drei  Querschnitte 
/„,  /j,  l  in  einer  von  der  Lage  des  Punktes  x  abhängenden  Reihenfolge 
nacheinander  im  negativen   Sinne  durchquert. 

Längs  S(,   fortgesetzt    multipliziert   sich    (p(z)    sowohl   wie    y){z)    mit 
dem   Faktor 

'  längs  i'i  fortgesetzt  multipliziert  sich  jede  dieser  beiden  Funktionen  mit 

längs  .v_r  fortgesetzt  mit 

endlich  längs  s^   fortgesetzt,  da  in  der  Umgebung  von  z  =  cX)  z.  B. 
9^(2)  =  «    -      •    1-  J  1 


(\\p   /,  1  1  \ 


ist,   mit 

Beschreiben  wir  nun  z.  B.  erst  5,^,  dann  s^,  dann  s'^^,  dann  s~\  so 
kehrt   <p{z),  auf  diesetn  Wege  (siehe  die- Fig.  3) 

(0,  l)=So^i5^^^r* 
fortgesetzt,    zu  seinem  Ausgangswerte   zurück,    da    es   nacheinander  die 
Faktoren 

g-lni(a-y)  ^      g>ni{y—,-i)  ^      g— 27ii(a— r)  ^      g— 27ii(j-  -/J) 

angenommen  hat,  dieser  Weg  liefert  also  im  allgemeinen  einen  brauch- 
baren Integrationsweg  L. 

Gleichermaßen  stellt  ^)  allgemein  gesprochen 

{i,  k)    =  SiSkSi'     S^  (l,t  =  0,  l.Z.oo:t4:/() 

einen  brauchbaren  Integrationsweg  dar,  man  nennt  einen  solchen  Weg 
eine  um  die  Punkte  i,  k  herumgelegte  Doppelschleife;  es  gibt  deren 
offenbai- 

1  •'2  ^^ 
voneinander  verschiedene,   und   indem   wir   für  L  der    Reihe  nach  diese 
sechs  Doppelschleifen  wählen,   erhalten  wir  sechs  Integrale  der  Gauß- 

»)  C.  Jordan.   Cours    dAnalyse  III   (1887),   (1896)   S.  242   und   L.  Pocli- 
hammer,  Mathematische  Annalen  Bd.  35  (1890),  S,  470. 
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sehen   Differentialgleichung.      Wir  werden   sehen,   daß   diese  sechs   Inte- 
grale, abgesehen  von  konstanten  Faktoren,  mit 

'^01'   '^02'   "ll'   '*12'   '•'■xli   Wajg 

übereinstimmen. 

59.     Darstellung    der  Gau  fischen    Reibe    i'Xa.  fi.y.  j)    durch   ein 

bestimmtes  Integral. 

Wir  nehmen  zuvörderst  das  über  die  Doppelschleife  (1,  oo)  erstreckte 
Integral 

M,j  =yV^''(z  —  1);'  '*   ^{z  —  x)-'^dz 

(!,«)  _ 

=  /'z«->'(z  — l)>'-'*-'z-«(l  —  ^)      dz. 

(1,'«)  _  \  2/ 

Fühi'en  wir  durch  die  Gleichungen 

1  —1 

z  =  ;  ,    dz  =     .o    dt 

t  als  neue  Integrationsvariable  ein,  so  entspricht  der  Doppelschleife  (1,  oo) 
der  z-Ebene,  die  um  die  Punkte  1,  0  der  f-Ebene  gelegte  Doppelschleife 
(1,  0),  wir  erhalten  also 

ji,  =  — /t'*-i(i  —  ty-^-^i  —  xt)-<^  dt . 

(i.o) 
Indem  wir  di(;  Doppelschleife  (1,  0)  möglichst  enge  an  die  Punkte 
0,  1  heranziehen  und  überdies  x  dem  absoluten  Betrage  nach  hinrj'ichcnd 
klein  nehmen,  können  wir  erreichen,  daß  längs  des  ganzen  Integrationsweges 

I  x^  1  <  1 
sei.     Dann  ist  aber  nach  dem  binomischen  Lehrsatze: 

(1  —  xt)-'^  =  1  +  aa;i  +  "^?  "t.  ^^  ;r2/2  +  .  .  .  =  f  d/;.r*f*  , 

.         .        .         a(a+  1)  •••(a+yc  — 1) 

öo  =  l,    dk=  1.2... Ä  '  (t=i.2.3...) 

lind  dies  in  das  Integral  eingesetzt  ergibt,  indem  man  gliedweise  integriert. 
Ml  =  —   y  dkX\ft^+^~H\  —  t)r-ß    ^dt  . 

k  =  0  (i.n) 

Wir  sehen  also,  daß  Uj  in  der  Umgebung  von  .r  =  0  holomorph  ist. 
Daraus  folgt  schon  a  priori,  daß  sich  Mj  von  »„i  nur  durch 
einen  konstanten  Faktor  unterscheiden  kann.  Denn  jedenfalls 
ist   (für  unbestimmte  a,  ß,  y)  n^  in  der  Form 

"i  -^  'i'^u    1-  '•2"ü2 
darstellbar,    wo   (\,  c.^   Konstanten   bedeuten;   nui\   ist    in   der   Ihngebung 
von  a:  =  0  sowohl  Mj  wie  »^j  holomorph,  »o«  dagegen  wegen  des  Faktors 
x^~'''  mehrdeutig;  folglich  muß  c^  gleich  Null  sein,  und  es  ist 
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(25) 

Ui  ■--  <-,  '/,„  • 

lim   r,  zu 

bostiiniiipn. 

setzen  wir  .r  =  0,  dann  ist 

lim  Uj  : 

-  — /V-i(l— 0^   *   ^rf^ 

z-»0 

(l.O) 

lim  «„ 

--  1  , 

T-f» 

wir  finden  also: 

(26) 

fl     = 

— /V-Mi  — /K-^"irf/. 

(1.«') 

Wir  betrachten  allgemein  ein  Integral  von  der  Form 
(27)  J'iP-^[—t)i--^dt, 

(1.0) 

wo  p,  q  beliebige  Konstanten  bedeuten.  Wir  können  uns  die  Doppcl- 
schleife (1,  0)  ganz  dicht  an  das  die  Punkte  t  =  0  und  t  =  1  verbindende 
Stück  der  reellen  ^Achse  herangezogen  denken,  dann  besteht  diese 
Doppelschleife,  wenn  wir  ihren  Ausgangspunkt  dicht  beim  Punkte 
/  =  0  nehmen,  aus  folgenden  Teilen.  Dem  geradlinigen  Wege  von  0  nach 
1.  einer  kleinen,  den  Punkt  1  im  positiven  Sinne  umschließenden  Kurve 
Ci,  dem  geradlinigen  Wege  von  1  nach  0,  einer  kleinen,  den  Punkt  0  im 
positiven  Sinne  umschließenden  Kurve  C„,  abermals  dem  geradlinigen 
Wege  von  0  nach  1,  der  im  entgegengesetzten  Sinne  durchlaufenen  Kurve 
Tj,  dem  geradlinigen  Wege  von  1  nach  0  zurück  und  endlich  der  im  ent- 
gegengesetzten Sinne  durchlaufenen   Kurve  Cq. 

Die    Bildung   des   geradlinigen    Integrals   von   0   nach   1    stößt   auf 
Schwierigkeiten,  wenn  das  Inte.jjral 

/>-l(l  _/)?-!  f// 

für  /=0  oder  i  =  l  unendlich  wird.  Um  dem  vorzubeugen,  müssen 
wir  voraussetzen,  daß  die  reellen  Teile  von  p  und  q  wesent- 
lich positiv  seien,  dann  wird  nämlich  die  zu  integrierende  Funktion 
selbst  für  t  —  0,  i  =  i  von  niedrigerer  als  der  erster  Ordnung  unendlich, 
das  Integral  bleibt  infolge  dessen  endlich.  Dann  nähern  sich  aber  auch 
die  über  die  Kurven  C^.  Cq  erstreckten  Integrale  der  Null,  wenn  wir  die 
Dimensionen  dieser  Kurven  ins  Unendliche  abnehmen  lassen;  wählen 
wir  z.  B.  Cq  als  Kreis  mit  dem  Radius  r,  so  ist,  wenn 

t  =  rev 
gesetzt  wird, 

ftP-^{l  —  1)1— '^ dt  =  /*""  ri'e^v<{].  —  rev')?— 1  id(p  , 
(Co)  b 

also  in  der  Tat,  da  der  reelle  Teil  von  p  positiv  ist,  für  unendlich  kleines  r: 

lim  /fP-i(l  —  t)9-idt  =  lim  rpf^'*evf'{\  —  rer)9-i  i^j^p  =  o  . 

r^O  (Co)  »-^O       b 

Wir  haben  also,  mit  Rücksicht  auf  die  multiplikativen  Faktoren,  die  zu 
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beim  Durchlaufen  der  Kurven  Cj,  Cq  im  positiven  beziehungsweise  nega- 
tiven  Sinne  hinzutreten: 

(1,0)  0  1 

_j_  g>m(p+,)/"^f/>-i(i  _  t)9-id1  f  e^^'pj'^tp-'^ii  —  1)1   '^ dl 
(I  1 

0 

Man  setzt  gewöhnhch 

/•V^i(1  ~t)i--^dl  =  ß(p,  9) 

0 

und  nennt  diesen  Ausdruck  ein  Eulersches  Integral  erster  Gat- 
tung oder  eine  Betafunktion.  Durch  diese  Gleichung  ist  also  die  Beta- 
funktion  definiert,  wenn  die  reellen  Teile  von  p,  q  wesentlich  positiv  sind ; 
ist  diese  Bedingung  nicht  erfüllt,  so  definieren  wir  die  Betafunktion  durch 
die  Gleichung 

(1  __  e27iip)(i  „  e2-"?)i?(p,  q)  ^/tP-^i     -t)i^dt . 

(1,0) 

Mit  Hilfe  dieser  Bezeichnung  lautet  die  Gleichung   (26)  jetzt 
c^  =:,  _(1  _  e2/iv*)(i  _  e'^My-^))B{ß,  y  ~  ß) , 
und    wenn    wir    nun    unter 

"oi  =  ^(a,  A  y,  x) 
die  aus  der  Gau ß sehen  Reihe  F(a,  ß,  y,  x)  durch  analytische  Fortsetzung 
entspringende  monogene  Funktion  verstehen,    so  ist  nach   (25) 

—  Mj  =y'^*-i(l  —  f)r-^-i(l  —  xt)-''  dt 

(1,") 
^  (1  _  e2«v)(l  —  e^^i(r-ß))B{ß,  y  —  ß)F{a,  ß,  y,  x)  . 

Damit  ist  also  für  das  Integral  F{a,  ß,  y,  x)  der  (i au ß sehen  Differential- 
gleichung eine  für  alle  endhchen  Werte  von  x  (mit  Ausnahme  von  0  und 
1)  gültige  einheitliche  Darstellung  gefunden. 

Wenn  die  reellen  Teile  von  ß  und  y —  ß  wesentlich  positiv 
sind,  kann  man  das  Uj  definierende,  über  die  Doppelschleife  (1,0)  er- 
streckte Integral  in  ähnlicher  Weise  umformen,  wie  wir  es  mit  dem  Inte- 
grale (27)  getan  haben.    Es  ergibt  sich 

yV-i(l  —  0'-''""Ml  -'Xt)-''dt 
(1,0) 
^  (1  _  e2''v'^)(1  —  e27it()--/S))/"if/i-i(l  _  i))-i-i(l  _  a-/)-"rfr . 

Ü 

und  folglich  haben  wir  unter  der  angegebenen  Voraussetzung 

(B)    J^t^-H\  —  ty-^-Hi  —  xt)-'^dl  =  inß.  y  —  ß)F{a,  ß,  y.  x)  ; 
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dies  ißt  die  von  Euler  gegebene  Darstellung  der  Funktion  F(a,  ß,  y,  x) 
durch  ein  bestimmtes  Integral. 

Setzen  wir  in  dieser  Gleichung  an  die  Stelle  von  (1  —  xt)'~'^  die  bereits 
oben  aufgestellte   Reihe 


"  a(a  +  l)-(a  +  Ä-l) 
^  1  •  2  ■■  •  fr  '• 


die  jetzt,  da  l  zwischen  0  und  1  liegt,  für  j  j  |  <  1  konvergiert,  so  folgt: 

(28)  i'"'"  +  'i'  ;2.'".t  *-''.'  ("p+'-'d  -0—'* 

=^B{ß,y~ß)F{a,ß,y,x). 
Beachten    wir   nun,    daß 

/^/'+'— 1(1  —  t)r-'^-'^dt  -=  B(ß  4-  /c,  r  "  ß) 

0 

ist,  und  vergleichen,  indem  wir  uns  für  F{a,  ß,  y,  x)  die  Gaußsche  Reihe 
gesetzt  denken,  in  (28)  beiderseits  die  Koeffizienten  gleich  hoher  Potenzen 
von  X,  so  ergibt  sich: 

Biß  +  /c,  y-^)  ^  ^^^  4- 1)  •  ■  (r  +X^:^^(^'  ^-^^ 

oder  indem  wir  ß  —  p,   y  —  ß  ~  9  setzen: 

(29)  Bip  +  k,  ,)  =  (^  ^  ^P+V+D^V/I^-T)  ^<P'  ?)  = 

(.t-  =  l,J.S,...-) 

dies  ist  eine  oft  gebrauchte  Eigenschaft  der  Betafunktion.  Setzen  wir 
noch  p  =  1,   so  ist 

B{i,q)=j\\-tY~^dt  =  ^^, 

0 

wir  haben  also  die  interessante  Gleichung: 

Mit  Hilfe  der  Gleichung  (B)  können  wir  jetzt  auch  den  Wert  von  F{a,  ß,  y,  x) 
für,  X  =  1  durch  Betafunktionen  darstellen;  setzen  wir  nämlich  x  —  l, 
so  ist,  vorausgesetzt,  daß  die  reellen  Teile  von  ß  und  y  —  a  — ■  ß  wesent- 
lich positiv  sind, 

f'tß-i{i  -  0'  -«-'*~^  dt  =  B(ß,  y  -  ß)f{a,  ß,  y) 

0 

oder  indem  wir  das  Integral  auf  der  linken  Seite  durch  die  betreffende 
Betafunktion  ersetzen: 

i(n   R   .A       B{ß,y-a-ß) 


236  Siebentes  Kapitel.     Die  Gaußsche  Differentialgleichung. 

dies  ist  die  in  der  Nr.  .55  (S.  223)  erwähnte  Darstellung.  Aus  funktionen- 
theoretischen Gründen  erhellt,  daß  die  Gültigkeit  dieser  Gleichung  von 
der  gemachten  Voraussetzung  über  ß  und  y  —  a  —  ß  unabhängig  ist. 

In  bezug  auf  die  Betafunktion  bemerken  wir  noch,   daß  sich  aus 
(29)  für  Ä:  =  1  die  Gleichung 

ergibt;  vergleicht  man  diese  mit  der  aus  der  Taylor  sehen  Entwicklung 
folgenden 

B(p  +  1.  ,)  =  B(p,  ,)  +  "^1 »»  +  1  "'"^ll  "+...,„  ,nf. . 

SO  erkennt  man,  daß  die  Betafunktion  der  Gleichung 

,.       ,  AdlJ        \  d^U  .     .      1       ^ 

^^ -^- (P   y  ^y\dp  '^   2\  dp^  +•••.«  mf.J^O 

Genüge  leistet.  Es  ist  dies  eine  lineare  homogene  Differentialgleichung 
unendlich  hoher  Ordnung.  Die  Theorie  solcher  Differentialgleichungen 
ist  in  neuerer  Zeit  erheblich  gefördert  worden  ^),  sie  stehen  in  engem  Zu- 
sammenhang mit  den  Volterraschen  Integralgleichungen.  Geschicht- 
lich interessant  ist,  daß  sich  schon  Euler  -)  mit  ihnen  befaßt  hat. 


60.    Darstellung  des  zweiten  zu  j    ^  0  gehörigen  kanonischen 

Integrals.     Biflferentialgleichung  für  die  Periodizitätsnioduln  de.s 

elliptischen  Integrals  erster  Gattung. 

Wir  betrachten  nun  das  über  die  Doppelschleife  (0.  x)  erstreckte 
Integral 

fz'^~y{\  —  z)r-^-'^{x  —  2)    «rf£  . 

(O.J) 

Unter  der  Voraussetzung,  daß  die  reellen  Teile  von  a —  7  +  1  und  1 — a 
wesentlich  positiv  sind,  formen  wir  dieses  Integral  gleich  in  ähnlicher  Weise 
um,  wie  oben  das  Integral  (27)  umgeformt  wurde,  indem  wir  die  Doppel- 
schleife (0,  x)  dicht  an  die  geradlinige  Verbindungslinie  von  0  mit  ;r  heran- 
ziehen.    Es  ergibt  sich  so 

y'z«-;-(l  _  2)>— '*-n.l'  —  2)     "rfz 

=  —  (1  ~  e2,i,{a-,-))(l  _  e^2/„„)y^2«-;  (1  _  -Jj-i-l^j.  _  -)-a  rfj  . 
"0 

')  Siehe  z.  B.  C.  Houriet.  Annales  de  l'ficole  Normale  (8)  14.  1897.  S.  13:i: 
T.  Lalesco.  Liouvilles  Journal  ((>)  4.  1908,  S.  127:  E.  Hill).  Mathem.  .\nnalen 
Bd.  82,  1921.  S.  1,  Bd.  84.  1921,  S.  IG  und  43. 

*)  L.  Eulcr.  Inst.  calc.  intogralis  t.  II  (17G9).  art.  1195—1224,  Opera,  ser.  I. 
vol.  12,  S.  360  ff. 
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Worin  I  a;  I  <  1,  so  ist  innerhalb  der  Grenzen  der  Integration  auch  ]  2  |  <  1. 
wir  können  also  nach  dem  binomischen  Lehrsatze  entwickeln: 

Dies  in  das  Integral  auf  der  rechten  Seite  eingesetzt  und  gliedweise  inte- 
griert gibt:  , 

/'■'z«->-(l  —  z)y—^^^{x  —  z)-'^dz 

In  dem  unter  dem  Summenzeichen  auftretenden  Integrale  setzen  wir 

z  —  xt ,    dz  —  xdt , 
dann  wird 

y'^2«->+^(x  —  2)-« dz  =p x''-^+'' t"— '-+'■' {x  —  xt)"-xdt , 

0  o 

=  a;i-/+fc5(a— y  +  1  +  Ä,  1  — a), 

oder  indem  wir  die  in  der  vorigen  Nummer  entwickelte  Gleichung 
für  B{p  +  k,  q)  benutzen: 

/""  z^-y^^ix—z)-"-  dz 
n 

Wir  finden  also  mit  Rücksicht  auf  die  Form  der  Koeffizienten  der  Gauß- 
schen  Reihe 

/''2«-/-(l  —  z)r-^-'^{x  —  z)-"dz 
0 

=  ß(a  —  y  +1,  1  —  a)  x'-yF{a  —  y  +  1,  /3  —  y  +  1,  2  —  y,  a;) 

und  diese,  zunächst  für  j  o;  ]  <  1  abgeleitete  Gleichung  bleibt  natürlicli 
für  alle  x-W'erte  bestehen.  Wir  haben  also  auf  diese  Weise  auch  für  M02 
eine  allenthalben  gültige  Darstellung  durch  ein  bestimmtes  Integral. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  die  Identität  der  übrigen  Doppel- 
schleifenintegi'ale  mit  den  Elementen  der  zu  x  =  1,  x  —  co  gehörigen 
kanonischen  Fundamentalsysteme  nachweisen.  Wir  gehen  hierauf  nicht 
weiter  ein,  bemerken  aber,  daß  die  Darstellung  der  Lösungen  der  Gauß- 
schen  Differentialgleichung  in  der  Form  von  bestimmten  Integralen  sehi- 
geeignet  ist  zur  Aufstellung  der  diesen  Lösungen  entsprechenden  Fun- 
damentalsubstitutionen. Dieselbe  Methode,  durch  die  wir  hier  die  Inte- 
gration der  Gauß  sehen  Differentialgleichung  durch  bestimmte  Integrale 
geleistet  haben,  bleibt  auch  für  eine  beliebige  lineare  homogene  Diffe- 
rentialgleichung mit  rationalen  Koeffizienten  anwendbar.     Wir  verweisen 
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in  bezug  auf  diese  Fragen  auf  Bd.  II.  1  von  L.  Schlesingers  Hand- 
buch, wo  auch  die  einschlägige  Literatur  zu  finden  ist. 

Nur  noch  eines  interessanten   Spezialfalles  wollen  wir   Erwähnung 
tun,  des  Falles  nämlich.  wo| 

1  1 

Hier  ist  1  —  y  =  0,  das  zweite  zu  a;  =  0  gehörige  kanonische  Integral 
wird  also  einen  Logarithmus  enthalten.  Das  Integral  (17a)  (S.  2.30)  lautet 
jetzt 

I  z-Hz  —  1  )-5(z  —  .r)-l  dz  =  I  -r- — -^^  , 

.'  .'    \  Ziz  —  1)(2 X) 

L  L 

und  die  Funktion   fp{z)  ist  (S.  230) 

q>{z)  =  ^z\{z  —  \)h{z  —  x)~i. 

Da  sich  diese  Funktion  beim  Überschreiten  eines  jeden  der  Querschnitte 
Iq,  li.  l  mit  dem  Faktor  — 1  multipliziert,  erhalten  wir  in  diesem  Falle 
brauchbare  Integrationswege  L.  indem  wir  einfach  geschlossene  Wege 
nehmen,  die  je  zwei  der  Punkte 

z  —  0,  i,  X,   00 

einschließen.  Bezeichnen  wir  einen  geschlossenen  Weg,  der  die  beiden 
Punkte  i,  k  im  positiven  Sinne  einschließt,  durch 

[i.  k]  ,  (i,k=0,l,«.  oc:  «*t) 

so  stellen  z.  B.  die  Integrale 

dz  ^ ,., .  /'  dz 

2K 


J    l'^4z(z— i)(z  — X)  .' 


^     ,   l''4z(z— i)(2  — X)  .'     |4z(z  — l)(z-.r) 

[ao,l]  loo,z] 

ein  Fundamentalsystem  der  Differentialgleichung 

dar,  die  aus  der  Gauß sehen  Differentialgleichung  fiir  die  angegebenen 
Werte  der  a,  ß,  y  hervorgeht. 
Das  unbestimmte  Integral 

/'  dz 

~)  /4^(T=t)(z  — X) 
ist  ein  elliptisches  Integral  erster  Gattung  :  durch  die  Substitution 

2  =  ^2,    dz^—li-Ul 

verwandelt   es    sich    in    die    Legendre- Jacobische    Normalform    (vgl. 
Nr.  6.  S.  25  und  Nr.  29.   S.  109) 
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/•  dl 

J  1(1  --  t^){\  —xt^) 
mit  dem  Modul 

k  =  \'x  . 

Die  Größen  ''lA  und  2K'i  sind  nichts  anderes,  als  die  sogenannten 
Periodizitätsiiioduln  dieses  elliptischen  Integrals;  als  Funktionen 
von  X  =  k^  aufgefaßt,  befriedigen  diese  also  die  Differentialgleichung  (C), 
die  zuerst  von  Legendre  ')  aufgestellt  worden  ist. 

Setzt  man 

_  K'i 
^  "   K   ' 
so  hat  diese  Größe  (der  Quotient  der  Elemente  eines  Fundamentalsystems 
der  Differentialgleichung  (C)),   wie  man  in  der  Theorie  der  elliptischen 
Funktionen  zeigt,  die  Eigenschaft,  daß  ihr  Koeffizient  von  i  stets,  d.  h. 
für  jeden  von 

0,     1,     CO 

verschiedenen  Wert  von  x  wesentlich  positiv  ist.    Der  absolute  Betrag  von 

q  =  e^^' 
ist  folglich  stets  kleiner  als  Eins,  und  dieser  Umstand  bewirkt  die  Kon- 
vergenz der  von  Jacobi  in  die  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  ein- 
geführten Thetareihen -).     Mit  Hilfe  dieser  Reihen  hat  Jacobi")  die 
folgende  Darstellung  des  Moduls  k  durch  den  Quotienten  t  gegeben: 

Ka;  -  I  /c  -  ^  ^  2^  -f  2^4  +  2^9  H , 

sie  lehrt,  daß  |  fr  und  folglich  auch  x  eine  eindeutige,  nur  für  Werte 
von  r,  deren  Koeffizient  von  i  positiv  ist,  definierte  Funktion  von  r  ist. 
Diese  Funktion,  die  sogenannte  elliptische  Modulfunktion,  entsteht 
also  durch  Inversion  des  Quotienten  der  Elemente  eines  Fundamental- 
systems der  Differentialgleichung  (C)  ^).  Sie  bildet  aber  nur  das  erste  Glied 
in  der  Reihe  viel  allgemeinerer  eindeutiger  Funktionen,  die  durch  Inver- 
sion lies  Quotienten  der  Elemente  eines  Fundamentalsystems  gewisser 
linearer  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  des  Fuchsschen  Typus 
entstehen,  und  die.  nachdem  Fuchs  zuerst  auf  dieselben  hingewiesen  hatte, 

0  A.  M.  Legendre.  Traite  des  fonctions  elJiptiques  I  (1825),  S.  62ff. 

-)  C.  G.  J.  Jacobi,  Fundamenta  nova  theoriae  functionum  ellipticarum  (1829;. 
Werke  I.  (1881),  S.  231.  Gin.  (1).  (2). 

31  ebenda,  S.  236,  Gin.  (10). 

*)  Über  das  Auftreten  der  Modulfunktion  in  den  nachgelassenen  Schriften  von 
C.  F.  Gauß  vergleiche  man  die  im  Bd.  X,  1  (1917)  der  Gauß sehen  Werke  S.  I73ff. 
abgedruckten  Fragmente  „Zur  Theorie  des  arithmetisch-geometrischen  Mittels"  und 
die  zugehörigen  Bemerkungen  von  L.Schlesinger,  ebenda,  S.  251  ff. 
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von  Poincare  und  Klein  zum  Gegenstande  einer  ausgedehnten  Theorie, 
der  Theorie  der  sfutoinor phen  Funktionen,  gemacht  worden  sind  ^). 
Wir  geben  hier  nur  noch  die  Entwickhjngen  der  Elemente  des  zu 
X  =  0  gehörigen  kanonischen  Fundamentalsystems  der  Differentialgleichung 
(C): 

t*02  =  J^iih  h  1.  ^)  +  ^'(2,  i  1,  ^)  log  X  , 
woselbst 


Fihh  1,^)  =  1  +^   -  2T4.6.-.2V        ^^' 

y  =  1     *  ' 

/r/1  1  ^    X     /  v»Ji  .3.5---2V— 11^  4; 

"  - 1  '  '    i  =  1 


2^    (_l)x-l 


61.    Die  Klassenbeziehnng. 

Durch  die  am  Anfang  der  Nr.  50  angegebene  Transformation  (81) 
der  abhängigen,  und  eine  lineare  Transformation  der  unabhängigen 
Veränderlichen  hatten  wir  das  Riemannsche  Differentialsystem  (E) 
auf  das  Gaußsche  (F)  zurückgeführt;  das  letztere  erwies  sich  wieder 
als  mit  der  Gau ß sehen  Differentialgleichung  (G)  äquivalent.  Wir  können 
also  durch  die  vollzogene  Integration  der  Gau  ß sehen  Differentialgleichung 
auch  die  Integration  des  allgemeinen  Riemann sehen  Differentialsystems 
als  vollzogen  ansehen.  Dasselbe  gilt  dann  weiter  von  der  allgemeinsten 
linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  des  Fuchsschen  Tj'pus 
mit  zwei  im  Endlichen  gelegenen  singulären  Punkten,  die  wir  uns  gleich 
nach  0  und  1  verlegt  denken  können, 

^^^  '^^^   1      oj:  +  b   dy       cx^  +  ex  +  f     _ 

^"^^^      dx^'^ x{x—i)dx^  x^(x—ir-  y-^^ 

diese  Differentialgleichung  kann  übrigens  durch  eine  einfache  Transfor- 
mation unmittelbar  in  eine  Gaußsche  übergeführt  werden.  Wenn  näm- 
lich die  zu  X  =  0  und  x  =  1  gehörigen  determinierenden  Fundamental- 
gleichungen beide  die  Wurzel  0  haben,  so  muß  er-  -\-  ex  -{-  f  für  a-  =  0 
und  für  x  ~  \  verschwinden,  dann  hat  also  (30)  schon  die  Form 

(30a)  a:(a--  1)2  +  {ax  +  h/^^^  cy  =Q 

einer  Gau ß sehen  Differentialgleichung.  Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  sei  /.^ 


')  Siehe  den  II.  Band  der  „Oeuvres"  von  H.  l'oincare  (Paris  1917):  vgl. 
L.  Schlesinger.  Handbuch.  Hd.  II,  2.  wo  auch  die  einschlägige  Literatur  an- 
gegeben ist.  und  Fricke  und  Klein.  Theorie  der  automorphen  Funktionen  K 
1897;  II,  1912. 
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c'mo  Wurzel  (]('v  zu  x  ■  0  "[chörifjon,  Aj  fin«'  Wurzel  der  zu  x  1  ge- 
hörigen (letorniiniereiKJeii  Fiin<l;uiieiital<f|eicliiirig,  s(i  zwar,  daß,  wenn  eine 
dieser  beiden  Gleiclningen  die  Wnrze]  ()  hal,  das  betiefTende  ?.  gleieh  0 
genommen  werden  soll.     Setzen  wir  dann 

//  =^  x'^{x  —  1)^*2  , 
so  genügt  z  wiedei'  einer  Diflerentialgleicliung  vofi  der  Form  (30),  in  dör 
aber  jetzt   die  beiden  zu   x  —  0  und   x  =  l   gehörigen  determinierenden 
Fundamenlalgleichungen  die  Wurzel  0  hüben,  die  also  die  Form  (30a)  der 
Gaußschen  DilTerenlialgleichuug  anjiehmen  muß  '). 
Wir  betrachten  nun  eine  Funktionsniatrix 


\^'21    ^22'   * 


deren  Elemente  nirgends  unbestimmt  und  imr  für  x  ^0,  I.  x  singulär 
sind,  und  die  beim  Überschreiten  der  Querschnitte  /q,  /i  (siehe  Nr.  55) 
im  positiven  Sinne  mit  den  Matrizen  Si^,  Sii  von  links  her  komponiert 
wird.  Schreiben  wir  dann  der  Einfachheit  wegen  Wi,  «2  für  k^,,  m,^2' 
so  wird  also    V  mit  der  Matrix 

«2  Kl 
zu  derselben  Klasse  (im  Sinne  der  Nr.  48)  gehören.    Es  ist  folglich 


WO  (i  eine  Matrix  rationaler  Funktionen  bedeutet.      Aus  der  Gleichung 


Ui  Ui 


— 1 


folgt  weiter,  daß  die  Elemente  von  ^'  keine  anderen  singuläi-en  Punkt»^ 
haben  können  als  0,  1,  oo;  die  Determinante  UyU'2  —  u^u]  verschwindet 
nämlich  (Nr.  40)  für  keinen  von  0,  1,  00  verschiedenen  Wert  von  x,  folglich 

sind  die  Elemente    der  Matrix    (    ^    M       in    der  Umgebung   eines  jeden 

\u.2  '■^2' 
von  diesen  drei  Punkten  verschiedenen  x-Punktes  holomorph.    Umgekehrt 

ist  klar,  daß   V  mit       ^    !)  zu  derselben  Klasse  gehört,  wenn  G  eine  Matrix 

\u<,  u^l  '^ 

irgendwelcher  rationaler  Funktionen,  deren  Nenner  höchstens  in  .^=0,1 
verschwindet,   mit    nicht  verschwindender  Determinante  bedeutet.      Wir 

';  Durcli  die  analoge  Transformation  wird   eine  Differentialgleichung   zweiter 

Ordnung  des  Fuchs  sehen  Typus  mit   den  a  singulären  Punkten   a, ag  in   die 

F'orni 

d^z  dz 

{a:  —  rt,)  •  •  •  Ct  —  ag)  ,-,  +tj{x)  .-   +  hu)  z  =  0 
d.i-^  dx 

übergeführt,  wo  g{x).h{x)  ganze  rationale  Funktionen  von  den  Graden  n  —  1   bzw. 

n      2  bedeuten:  vgl.  I>.  Heffter.  Dissertation.  Berlin  1886.  S.  5. 

Sohl  eslDger  ,  DiSerentialgleiebaiigen.  l(j 
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sagen  nun  von  ilen  Funktionssystemen  f n- ^21  "^^  ^12^^22  selbst,  daß 
sie  mit  u^,  u^  zu  derselben  Klasse  gehören;  allgemein  gehört  c,,  i'^  mit 
Ui,  «2  zu  derselben  Klasse,  wenn 

(31)  .,  =  «.g  +  «;A, 

ist,  und  g,  Ä  rationale  Funktionen  bedeuten,  die  an  keiner  von  0,  1.  co 
verschiedenen  Stelle  unendlich  werden.  Aus  (31)  folgt  dann  durch 
Differentiation  und  indem  man  w^',  W2'  vermöge  der  Differentialgleichung 
(G)  durch  u^,  u[  bzw.  Kg,  Mo  ausdrückt: 

wo  auch  gj,  /ij  rationale  Funktionen  der  bezeichneten  Art  sind,  so  daß  also 

\v.,v'J        \U2U2J\hhJ 
wird.      Damit   ist  der   Klassenbegriff  für  Funktionssysteme  auf  den  für 
Matrizen    zurückgeführt.       Durch    nochmalige    Differentiation    von    (32) 
folgt,  daß  auch 

^i'  ==  Wig.,  +  u[h,  . 

i>.y'     =    U2S2    +     U-iho 

mit  rationalen  g2,  h^  ist,  und  daraus  schließt  man  weiter,  daß  f ,.  Vo  ein 
Fundamentalsystem   der   linearen    Differentialgleiclumg  zweiter   Ordnung 

'  V      g     h  \ 
(33)  /     gl    h^    =0 

f"    82    h 
bilden,   die  offenbar  vom  Fuchsschen  Typus  ist,  und  von  der  wir  sagtii 
wollen,    daß  sie    mit  (G)  zu    derselben    Klasse   gehört.      Die    Klassenb»- 
ziehung   zwischen    den  Differentialgleichungen  (G)   und   (33)  wird  durch 
die  Gleichung 

V  =  iig  -\-  II  h 

gegeben.  Die  Differentialgleichung  (33)  ist,  wenn  die  Determinant« 
gÄi  —  Ägi  nicht  identisch  verschwindet,  wirklich  von  der  zweiten  Ord- 
nung; dies  ist  im  allgemeinen  der  Fall.  Wäre  nämlich  identisch 
gÄj  —  /«gl  =  0,  und  setzte  man 

so  wäi-e 

«g,  +  u'h^  =  X{ug  +  u'h)  . 

d.  h.  ein  Integral  von  (G)  wüi'(h»  dieser  liucarrn  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  mit  rationalen  Koeffizienten  Genüge  leisten.  Das  hätte 
zur  Folge,  daß  die  Fundamentalsubstitutionen  ii„.  Sii  die  besondere 
Gestalt  annehmen  müßten,  wonach  sich  jenes  Integral  von  (G)  bei  den 
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Umläufen  uni  0  und  1  nur  mit  cintMn  konstanten  Faktor  multipliziert, 
und  dies  ist  nur  für  ganz  spezielle  Werte  der  a,  ß,  y  möglich. 

In  diesem  Falle  sagt  man  von  der  DifTorentialgleiohung  (G).  daß 
sie  reduzibel  sei  '). 

Unter  gewissen  Bedingungen  kann  (33)  wieder  eine  Gaußsche 
Differentialgleichung  sein;  wenn  dies  der  Fall  ist  und  die  den  Größen 
a,  ^,  y  entsprechenden  Größen  in  dieser  Gaußschen  Differentialgleichung 
die  Werte  a',  /S',  y   haben,  so  muß  jedenfalls 

ß—lniy  =,  g— i/rir'  ^      e27ii(/— a— /9)   =  g2;i/(r'— a'— /9')  ^ 

sein.     Hieraus  folgt  aber,   daß  die  Differenzen 

«  —  a'  1  ß  —  ß'i  y  — y' 
ganze  Zahlen  sind.  Die  Gleichungen  (32)  stellen  dann  Beziehungen 
dar,  die  sich  in  Relationen  zwischen  gewissen  Gaußschen  Reihen  um- 
setzen lassen.  Spezielle  Fälle  solcher  Relationen  hat  Gauß  in  seiner 
zitierten  Abhandlung  von  1812  als  ,.relationes  inter  functiones  con- 
tiguas"   aufgestellt. 

62.    Behandlung  eines  speziellen  Falles. 

Wir  betrachten  nun  den  besonderen  Fall,  wo 

ist.  In  diesem  Falle  ist  die  Differentialgleichung  (33)  wirklich  eine  Gauß- 
sche.   Um  dies  einzusehen,  bemerken  wir,  daß  (33)  durch 


(34) 


„("--1)  ,,(f.-i) 

**01         ■>  '*'0-.i 

"U  •>  t*12 

„(..-1)  „(n-1) 


befriedigt  wird,  und  daß  diese  Integralpaare,  zufolge  der  allgemeinen 
Theorie,  die  zu  den  singulären  Punkten  0,  1.  oo  gehörigen  kanonischen 
Fundamentalsysteme  der  Differentialgleichung  (33)  darstellen.  Im  allge- 
meinen kann  die  Differentialgleichung  (33)  außer  den  singulären  Punkten 
0,  1,  CO  noch  andere  singulare  Punkte  besitzen,  diejenigen  Punkte  näm- 
lich, für  die  der  Zähler  der  rationalen  Funktion 

die  in  (33)  den  Koeffizienten  von  v"   bildet,  verschwindet.     Da  aber  in 


^)  Der  Reduzibilitätsbegriff  wurde  von  Frobenius.  Grelles  Journal  Bd.  76 
(1873),  S.  236  ff.  in  die  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  eingeführt.  Auf 
Systeme  wurde  er  von  Koenigsberger  (Lehrbuch.  1889,  S.  155)  und  Schle- 
singer (vgl.  Vorlesungen,  1908.  S.  105)  übertragen.  Neuere  wichtige  Unter- 
suchungen über  diesen  Gegenstand  hat  A.  Loewy  angestellt. 

16* 
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der  Umgebung  solcher  singulärer  Punkte  die  Integrale  c,,  tg  ""'^^  ^^^S' 
lieh  alle  Integrale  von  (33)  holomorph  sind,  können  es  nur  außerwesent- 
lich  singulare  Punkte  sein.  Sind  solche  vorhanden,  so  ist  zufolge  der 
Fuchsschen  Relation  (Nr.  46.  S.  194)  die  Summe  der  Wurzeln  der  zu 
den  Punkten  0,  1,  od  gehörigen  determinierenden  Fundamentalgleichungen 
nicht  wie  bei  der  Gaußschen  Differentialgleichung  gleich  Eins,  sondern 
gleich  eint^r  anderen  ganzen  Zahl.. 

Nun  gehört  aber  das  erste  Paar  der  Integrale  (34)  zu  den  Exponenten 
0,     l-y_(n-l), 

das  zweite  Paar  zu  den  Exponenten 

0,    y-  a-  ß^(n~-i), 
das  dritte  Paar  zu  den  Exponenten 

a  +  n  —  1  ,    ß  +  n  —  i\ 
die  Summe  dieser  sechs  Größen  ist  gleich  Eins,   so  daß  also  fiir  die  Diffi- 
rentialgleichung,  der 

Genüge  leisten,  das  Auftreten  von  außerwesentlich  singulären  Stellen 
ausgeschlossen  ist.  Zugleich  lehrt  die  angegebene  Form  der  Exponenten, 
daß  jene  Differentialgleichung  wirklich  eine  G au ß sehe  ist,  in  der  an  Stelle 
der 

a  -{-  n  —  1,    ß  -{-  n  —  1,     y  -{-  n  —  1 
zu    setzen  sind.      Die   Differentialgleichung,    der    die    u["^^\  u^""^'^    und 
überhaupt   die   (n  — l)ten  Ableitungen  der  Lösungen  unserer  ursprüng- 
lichen  Gaußschen   Differentialgleichung   (1)  genügen,   lautet   folglich 

^^^~"^^"    rf^      +[y  +  "  — 1— (a  +  /5  +  2n  — 1)2:]      ^- 
—  (a  +  w  —  i){ß  +  n  —  l)u("    •)  ==  0  . 
worin  wir  die  abhängige  Variable  gleich   als    (^     -  1  )t«>  Ableitung   von    " 
durch  u^"^^^  bezeichnet  haben. 

Multiplizieren  wir  nun  ^)  diese  Gleichung  mit 

so  können  wii'  sie  in  der  Form 

d 

{X'+«     1(1  _x)''  +  '*  -  +  »«(")) 

=  (u  -]-  Ti  —  i){ß  -\-  rt  —  l)x>  +  «   2(1  __  .j.)a-t-^-y+„^i  ^^^„    d 
schreiben.      Differentiieren    wii'   dies(>   Gleichung    {ri — l)nial.    so   kommt 

')  C.  Jordan.    Coiirs  d'Analyse  111    (1896).    S.  280;  vjrl.    für  das  Folgende: 
.lacobi.  Grelles  Journal  Hd.  lö  (183(j).  Werke  VI.  S.  Stjff. 
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d"    » 
=  (a  +  n  — 1)(^  4-  n  — 1)  s_^_i<a;»'+»  -2(1  _^)a+,^-r+n -ia(n  -u»  . 

Setzen  wir  hierin  der  Reihe  nach 

n  =  l,2,  ...,/r 
und  multiplizieren  die  so  entstehenden  Gleichungen  miteinander,  so  er- 
halten wir 

.V'«-^^^*    '(1—-^)"+'    '+*"(*)} 
=  a{a-^  i)--{a-^k—[)ß[ß  -H  1)  ■  ■ -{ß  ^  k  —  i)  xy~'{i  —  x)-+^ -ra  . 
Von  dieser  interessanten  Gleichung  werden  wir  jetzt  in  einem  be- 
sonderen Falle  eine  wichtige  Anwendung  zu  machen  haben. 


t)8.    Legend resche  Polynome. 

Setzen  wir  in  der  Gau ß sehen  Reihe 

^<      .  ^        ^a(a-^\)---{a^v-~\)ß{ß^l)---(ß-{-v-\) 

an  die  Stelle  von  ß  eine  negative  ganze  Zahl  —  k,  so  bricht  die  Reihe 
mit  dem  {k  -f-  l)ten  Gliede  ab,  sie  stellt  also  eine  ganze  rationale  Funk- 
tion /c-ten  Grades  von  x  dar  *). 
Offenbar  ist  alsdann    : 

d*  a(a+l)---(a  +  Ä-l)A-!,      .,, 

Setzen  wir  also  in  die  am  Schlüsse  der  vorigen  Nummer  abgeleitete 
Gleichung  für  u  diese  abbrechende  Gau ß sehe  Reihe  ein,  so  erhalten  wir 
nach  gehöriger  Reduktion 

F(a,  -  k,  y,  x) 
1  d* 

-   y\y   +    1)    .   .   .  (y  +   Ä;  —  l)xr-l(l  —  X)«-/-*  Cto*  ^  ^  '  ^  ' 

und  indem  wir  a  +  /f  an  die  Stelle  von  a  setzen, 

F(a  4- Ä,  — /c,  y,  x) 
1  d* 

=  y]74-  1)  .  .  .  (y  +  Ä  —  l)^r=I(l^=x)«-r  daJ*^^'"*'*~'^^  ~  x)-+'-r)  . 
Nehmen  wir  hierin  a  =  1,  y  =  1,  so  ergibt  sich 

F{k  4-  1,  -  -t,  1,  x)  =  ^^  ^,  [x*(l  -  xn  . 


^)  Wir  sehen  hier  einen  Fall,|  wo  die  Konvergenz  der  Reihe  über  den  Bereich 
lx|i<l  hinausreicht. 
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Diese  spezielle  ganze  rationale  Funktion  A'-ten  Grades  genügt  piner 
Gau ß sehen  Differentialgleichung,  in  der 

a  =Ä;  +  1,    ß  =  —  k,    y  =  1 
ist,  die  also  die  Form  hat: 

^(^-^^S  +  ^^  -^"^^  rfx  +  ^(^  +  1)  u  =  0  . 
Setzen  wir  hierin 


1—^  An 

X    =         ty        ,       t.    —   \  2X  , 


so  ist 


und  allgemein 


du  du      d^u       ^  d^u 

dx^^^  dit'    dx^^^  dt^ 


dx"   ~  ^       ^'     dt^   ' 


die  Differentialgleichung  nimmt  also  die  Form  an: 
und  ihr  ganzes  rationales  Integral  lautet: 


F[k+U 


M/?^)=,v-^'*S{C7T('r)i 


1     d* 


^k\2  dt^ 

Man  bezeichnet  diese  ganze  Funktion  /r-ten  Grades  von  /  gewöhnlich  durch 
Xj^  und  nennt  sie  ein  Legendresches  Polynom  oder  auch  eine  Kugel- 
funktion   k-iev   Ordnung  ^). 

Die  Kuirelfunktionen  sind  in  der  Potentialtheorie  von  hervorragender 
Wichtigkeit;  von  itiren  zahlreichen  interessanten  Eigenschaften  wollen 
wir  nur  eine  hervorheben,  die  aus  der  gegebenen  Darstf^llung  unmittelbar 
folgt. 

Bedeutet  g{t)  eine  ganze  rationale  Funkt ioii  von  /,  und  sind  die 
sämtlichen  Wurzeln  der  Gleichung 

?(/)  =  0 
reell    und  zwischen   den  Grenzen   o,  b  gelegen,    so  gilt,    wie    man    durcii 
Anwendung  des  Roll  eschen  Satzes  sofort  einsieht,  das  gleiche  von  den 
Wurzeln  der  Gleichung 

und  ebenso  von  allen  folgenden  abgeleiteten  Gleichungen.  Wendet  man 
diese  Bemerkung  auf 

^)  Vgl.  für  die  Theorie  dieser  Funktionen:  K.  Meine,  Handbuch  der  Kugel- 
funktionen Bd.  I,  (2.  Aufl.  187S).  wo  auch  Literaturangaben  zu  finden  sind. 
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an,  so  ioJgl,  daß    die;   sämtlichen   Wurzeln   der    Gleichung 

i'cell    und    zwischen   —  1    und    +1   gelegen   sind. 

Auf  diese  Eigenschaft  der  Legendreschen  Polynome  giündet  sich 
eine  wichtige  Anwendung  derselben  in  der  Lehre  von  der  angenäherten 
Berechnung  bestimmter  Integrale,  wofür  man  Gauß'  Abhandlung  ,,Me- 
thodus  nova  integralium  valores  per  approximationem  inveniendi"  ver- 
gleichen mag  '). 

')  1814,  C.  V.  Gauß"  Werke  III,  S.  163. 


Achtes    Kapitel. 

Untersuchung  der  lntej::i'ale  in  der  Umgebung  eines 
Punktes  der  Unbestimmtheit. 


64.    Differeiitialsystenie  vom  Range  Eins.     Norinalreihen. 

Wir  haben  uns  bisher  vorwiegend  mit  dem  Falle  beschäftigt,  wo 
die  Integrale  einer  Diiferentialgleichung  oder  eines  DifFerentialsysteins 
entweder  in  der  ganzen  Ebene  keinen  Punkt  der  Unbestimmtheit  besitzen, 
oder  doch  in  einem  singulären  Punkte,  auf  dessen  Umgebung  sich  dann 
die  Untersuchung  beschränkte,  nicht  unbestimmt  werden.  Die  ent- 
wickelten Methoden  haben  uns  über  das  Verhalten  eines  Integrals  in 
der  ganzen  Umgebung  eines  solchen  singulären  Punktes  erschöpfenden 
Aufschluß  gegeben  und  uns  zugleich  analytische  Ausdrücke  geliefert,  dii' 
zur  Wertberechnung  für  Punkte  dieser  Umgebung  geeignet  waren. 
Wenn  wir  uns  jetzt  dem  Falle  zuwenden,  wo  die  Integrale  einer  Diffe- 
rentialgleichung in  einem  singulären  Punkte  unbestinunt  sind,  so  müssen 
wir  vorweg  bemerken,  daß  bei  dem  gegenwärtigen  Stande  der  analytischen 
Forschung  eine  gleich  befriedigende  Behandlung  dieses  Falles  nicht  mög- 
lich ist.  Neben  dei-  bercnts  erwähnten  Methode  der  unendlichen  Deter- 
minanten spielt  hier  die  Betrachtung  gewisser  divergenter  Reihen, 
die  dem  Differentialsystem  formal  Genüge  leisten,  eine  hervorragende 
Rolle,  namentlich  seitdem  Poincare  nachgewiesen  hat,  daß  solchen 
Reihen  eine  analytische  Bedeutung  als  asymptotischen  Darstellungen 
zukommt.  Da  diese  Dai-stellungen  besonders  auch  in  der  angewandten 
Mathematik  von  Wichtigkeit  sind,  wollen  wir  uns  mit  ihnen  in  diesem 
Kapitel  beschäftigen,  indem  wir  sie  für  einige  klassische  Beispiele  erörtern. 

Wir  nehmen  an,  daß  die  zu  betrachtende  Unbestimmtheitsstelle 
des  lineai'en  Diilerentialsystems 

dvk 
(A)  ^1.^  —  y\a\k  +  y-id-iK  (^-1  ::' 

der  unendlich  ferne  Punkt  sei.     Der  Fall  einer  im   Eiuilichen  gelegenen 
Stelle  X  =  a  kann  ja  stets  durch  die  Substitution 
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1 

.Kif  iliesen  zurückgeführt  werden. 

In  der  Nr.  46  wurde  gezeigt,  daü  die  Lösungen  von  (A)  im  Punkte 
./  =  00  sicher  nicht  unbestimmt  sind,  wenn  in  der  Umgebung  dieses 
Punktes  die  Entwicklungen  gelten: 

Der    nächsteinfache    Fall   wäre  der,    wo  die  Entwicklungen  der  a,^    noch 
ein  konstantes  Glied  haben,  also 

(1)  «.--!r+  r+ ;:  +  •••; 

man  sagt  dann,  das  System  (A)  sei  für  j:;  =  oo  vom  Range    Eins. 
Für  die  lineare  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

ergäbe  sich  die  Lösung 

und  zwar  wäi-e  die  Reihe  27  ^  in  derselben  Umgebung  von  x  =  oo  kon- 

vergent,  wo  die  Reihe  E —^  konvergiert.    Wir  versuchen  nun  das  System 
(A)  durch  die  analog  gebildeten  Ausdrücke 

(2)  y,.- -e«i':r^'(C+    ^  +  "  "  •) 
zu  befriedigen.     Setzen  wir 

(3)  u.,=a;?i(£(.o>+';;   +•••), 

so  ergibt  sich,  wenn  wir  die  Ausdrücke  (2)  in  (A)  einsetzen,  nach  Division 
mit    p."i''\ 

-T—  =  tii(aii  —  ai)  +  ^2^21  - 

(4)  , 

^    =  U^Ui^  +  U2(a22  —  Oi)  . 

Wir   wählen   nun   a^,  ag  als  Wurzeln  der   sogenannten  charakte- 
ristischen   Gleichung 

(5)  [A(O)_/al=0 

und  versuchen,  das  System   (4)  durch  Ausdrücke  von  der   Form   (3)  zu 
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befriedigen.    Um  die  Berechnung  der  p.,  ej^")  möglichst  einfach  zu  gestalten, 
wenden  wir  die  folgende  Transformation  an. 
Berechnen  wir  aus  den  Gleichungen 

die  vier  Größen  pn^,  so  ist  ihre  Determinante  \  P  \  von  Null  verschieden, 
wenn  wir  voraussetzen,  daß  die  charakteristische  Gleichung 
(5)  zwei  verschiedene  Wurzeln  aj,  aa  hat.    Es  ist  dann 

(7)  /M,o,p-,=(;.0). 

In   (A)  setzen  wir  nun 

(8)  yk  =  Zipn  +  zzpzk  , 

dann  befriedigen  (gemäß  der  Derivationsformel  (D)  der  Nr.  .'>9)  z^.  z^ 
ein  DifTerentialsystem  mit  der  Koeffizientenmatrix  PAP"^.  Setzen  wir 
also 

Pyl  (>')/> -1   =ß(v)  (v=1.2,...) 

und  beachten  (7),  so  lautet  das  DifTerentialsystem  für  z^,  z^: 
Hierin  machen  wir  nun  (2)  und   (3)  entsprechend  den  Ansatz 

wo  dann  gemäß  den  Transformationsformeln   (8) 

(9)  \  =ZP,    U  =  VP,    Ei")  =  C(^)P 
ist.    Für  die  Vj^  ergeben  sich  die  Gleichungen 

-rfx:  =  ^'^-(«*-«')  +  'Ax  +  •  •  -j  +  'A  X  +  •  •  J' 

aus  denen  nach  Einsetzen  der  Ausdrücke  für  die  i\i.  und  Division   mit   .'f 

I  {Q,  -  V)  (^  X— 1  ={a,-a,)E  6;;}  x"  -  +    v        z^E  '[ 

folgt.    Die  Vergleichung  der  absoluten  Glieder  liefert  dann 

(a,-aacW=0, 
also  c|°^  =  0  für  i  -t:  k,  während  natürlich  ('<,°\  r.^^>  von  Null  verschieden 
sein  müssen.     Die  Vergleichung  der  Koeffizienten  von  x^^  ergibt   weiter 

also  für  k  ~  i 

Die  cjj\  6^^  bleiben  willkürlich,  wir  können  sie  z.  B.  gleich  1  wählen.  Für 
i  r|z  Ä  finden  wir  insbesondere 
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'*        a,  —  ttk 
Die  Vergleichung  der  höheren  Potenzen  von  x~^  liefert  dann  Rekursions- 
forineln  für  die  übrigen  c|^\ 

Auf  diese  Weise  sind  dann  die  z,^  und  damit  gemäß  (9)  auch  die  y,;^ 
so  bestimmt,  daß  dw.  Ansätze  (2)  dem  DilTerentialsystem  (A)  formal 
Genüge  leisten.  Aber  diese  formelle  Analogie  zu  dem  Falle  der  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung  (*)  versagt  nach  der  quantitativen  Seite 
hin.    Es  zeigt  sich  nämlich,  daß  die  gefundenen,  nach  fallenden  Potenzen 

von  a;  fortschreitenden  Reihen  i7  '     iin  allgemeinen  für  keinen  end- 

i/.-O'*"'' 

liehen    Wert    von    x    konvergieren. 

Um  das  einzusehen,  betrachten  wir  als  Beispiel  die  Differential- 
gleichung ^) 

die  dem  System 

dx  "  ^=" 

äquivalent  ist.     Setzen  wir  in  (10) 

(11)  2/  =  eo  +  '^+|?+---, 

so  finden  wir  die  Rekursionsformel 

e,{v{v  +  1)  —  va^  +  ßo)  —  (v  +  1)  aifi.+i  =  0  ,  (y=o,i...) 

der  Glied  er  quotient  der  Reihe  (11)  lautet  also 

«.^1 1  ^  (v v_  a^      ßo      1     \  1 

E^    X       \ai       V  +  1  Ol       Oj  V  +  1/  x  ' 
er  wächst  für  jeden  endlichen  Wert  von  x  mit  v  ins  Unendliche,  die  Reihe 
(11)  ist  also  beständig  divergent. 

Analoge  Entwicklungen,  wie  wir  sie  für  den  Rang  Eins,  d.  h.  für  die 
Form  (1)  der  Koeffizienten  a^.  gefunden  haben,  gelten  auch,  wenn  die 
a,4  in  der  Umgebung  von  .r  =  oo  die  allgemeine  Form 

(12)  a,*  -  a^-^^x^  +  -'■  +  aW  +  ^  +  .  •  .  in  inf. 

besitzen.  Man  sagt  dann  nach  Poincare,  das  System  (A)  sei  für  x  =  oo 
vom  Range  p  +  1.  Läßt  man  sich  wieder  von  den  für  eine  Differential- 
gleichung erster  Ordnung 

1)  Vgl.  Picard,  Traite  111  (189()).  S.  280. 
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*   =  y{a^-p)XP  +     •  •  +  a<0'  +         +  •  •  •  in  inf.l 

sich  unmittelbar  darbietenden  Ergebnissen  leiten,  so  kommt  man  zu 
dem  Ansatz 

(13)  v„  =  ^<:^-    *^"'x.<{s^'+  f  +  .  .  .  ,n  ,nt.)  . 

Man  findet  zunächst,  Jdaß  a[^+^\  a'^+^^  der  charakteristischen  Gleichung 

(13a)  I  A(-P'  —  la\=0 

genügen  müssen,  und  wenn  diese  Gleichung  verschiedene  Wurzeln  hat. 
so  ergibt  sich  eine  vollkommene  Bestimmung  der  übrigen  in  (13)  auf- 
tretenden Größen  durch  die  Forderung,   daß   die  Ausdrücke   (13)    dem 

System  (A)  formell  genügen  sollen.    Aber  auch  hier  sind  die  Reihen  Z 

im  allgemeinen  divergent.  Man  nennt  die  Ausdrücke  (13)  nach  L.  W. 
Thome^)  Normalreihen,  und  in  den  besonderen  Fällen,  wo  sie  kon- 
vergieren, Normalintegrale  vom  Range  p  -t-  1.  Wenn  die  charakte- 
ristische Gleichung  eine  doppelte  Wurzel  hat,  so  treten  an  die  Stelle  von 
(13)  Ausdrücke  anderer  Art,  indem  nämlich  im  Exponenten  von  e  statt 
der  ganzen,  gebrochene  Potenzen  von  x,  und  an  Stelle  der  nach  fallenden 
Potenzen  von  .r  fortschreitenden  Reihen,  ganze  rationale  Funktionen  von 
logx  auftreten,  deren  Koeffizienten  nach  fallenden  Potenzen  von  x  fort- 
schreiten. Man  spricht  dann  nach  Fabry^)  von  anormalen  Reihen 
bzw.    von    logarithmischen     Normalreihen. 


H5.    üifferentialgleuhüug  zweiter  Orduuiitf.     Riecatische 
Differentialgleichung. 

Eine  lineaie  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  deren  Koef- 
fizienten sich  im  Punkte  x  =  oo  wie  rationale  Funktionen  verhalten,  hat 
die  Form 

(14)  D{u)  =  x'^u"  +  xpiu'  +  p^u  =-0  , 

wo  in  der  Umgebung  von  x  =  oo 

Pi  =  a„a;"  +  a„   lo;"    i  + h  a„  +  "^"^  +   ^*  +  •  •  •  , 

P2  =  ß,nX'"  +  ßn,-yX"^'  +    '  "  '  +   /?«  +  '^^     +  '^     +    "  "   ' 

ist.    Für  m  =  n  =  0  haben  die  Integrale  in  j;  =  oo  keinen  Punkt  der  Un- 
bestimmtheit.   Der  nächsteinfache  Fall  wäre  der,  wo  ein   partikuläres 

1)  Thome.  Grelles  .lournal  Bd.  88  (1877).  S.  8!». 

2)  C.  Fabry.  Theses.  Paris  1885. 
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Integral  vorhanden  ist.  das  \t)  er  -  er.  nicht  unbpstimmt  wird.  Dieses 
müßte  dann  in  der  Form 

0 

(16)  it  -    x»  XckX^ 

I.       _» 

darstellbar  sein,  und  irian  kann  durch  Einset z<'n  dieser  Entwicklung  in  <lie 
Differentialgleichung  leicht  die  Bedingungen  dafür  aufstellen,  daß  eine 
solche,  der  Differentialgleichung  formal  genügende  Entwicklung  existiert. 
Bildet  man  nämlich  wie  in  der  Nr.  42  die  charakteristische  Funktion 

Z)(a-e)  =a:«'2'/;(e)x^ 
so   erhält    man   die    Rekursionsformel 

f  c-A /.+;((/•-- A)  -0, 

wo  V  alle  Werte  von  —  oc  bis  zu  der  größeren  der  beiden  Zahlen  m,  n 
durchläuft.  Für  diesen  größten  Wert  von  v  ergibt  sich,  da  Cf,  |  0  voraus- 
zusetzen ist, 

wenn  m  >  n  ist,  /,„(r)  =  jö,„  =  0  , 
[und  wenn  n  ^  m  ist.  /„(r)  ^  ran  +  /3«  =  0  ; 
soll  also  eine  Entwicklung  der  Form  (16)  vorhanden  sein,  so  muß  m  ^n 
sein,  und  in  diesem  Falle  stößt  die  Berechnung  der  Koeffizienten  c^  auf 
keine  weiteren  Schwierigkeiten.  Aber  die  so  formal  hergestellte  Reihe 
(16)  ist  nicht  notwendig  konvergent;  das  zeigt  das  Beispiel  (10)  der  Nr.  64. 
Die  Aufstellung  der  Bedingungen  für  die  Konvergenz  ist  recht  umständ- 
lich'), wir  gehen  nicht  darauf  ein  und  wenden  uns  zu  dem  Falle  m  >  n. 
Man  kann  dann  2) 

A?=p  +  i,    w=2p4-2 
setzen,  wo  p  eine  nichtnegative  ganze  Zahl  bedeutet,  und  erhält  für  (14) 
die  Form 

(17)  u"  +  {<Pp{x)  +  qi)u  -f  (952p(a;)  4-  (72) w  =  0  , 

wo    (p-p{x),  <pz^(x)    ganze    rationale  Funktionen    vom   p-ten  bzw.    2p-ten 
Grade  in  x,  q^,  q^  in  der  Umgebung  von  a:  =  00  holomorph  sind  und  füi- 
X  =  00  verschwinden. 
Setzt  man 

(18)  2/i  =  w,    //2  ^x   Pll  , 
so  ergibt  sich  das  Differentialsystem: 

dx 


\^<pp  +  a-  +  91)  2/2  —  x-P{(p2p  +  q2)yi  , 


')  Von  neueren  Untersuchungen  über  diese  Frage  nennen  ^wir    0.  Perron 
Mathem.  Annalen  70,  1911,  S.  1^;  E.  H|ilb,  ebenda  82.  1921,  S.  40. 

*j   Vgl.  Poincare.  Amer.  Journal  of  Math.  VII   (1885).  S.  203  ö. 


254  Achtes  Kapitel.     Punkte  der  Unbestimmtheit. 

das  für  x  ~  co  vo(n  Range  p  +  1   ist.     Wir   sagen   dann   auch   von    der 
Differentialgleichung  (17),  sie  sei  für  o:  =  co  vorn  Range  p  -f-  1. 

Von  dieser  Differentialgleichung  gehen  wir*)  durch  die  Substitution: 

(20)  y  =x-v  ^1     ,11=  eJ 

in  bekannter  Weise  zu  einer  Riccatischen  Differentialgleichung  für  y 
über.    Diese  lautet  nach  Division  durch  rc^'' 


.^y  ,  ...  ,    1     ,  ,  ,     V    ,   ^4^)1  .  ,   1 


wir  schreiben  sie  in  der  Form 

(21)  x-v^l,^  y-^  ^  y[b,-\-  b,\^-  b^l^-^  ■  ■] 

+    (fo  +    £l  -^  -f    ^2   ^2  +    ■   •   •)     =  0  ' 

WO  also  ^0,  fj,  die  Koeffizienten  der  höchsten  a;-Potenzen  in  ^p(a:),  ^>^p{:x) 
sind  und  die  in  Klammern  stehenden  Reihen  in  einer  gewissen  Umgebung 
von  rr  =  00  konvergieren.  Um  auch  die  analoge  Form  der  Riccatischen 
Gleichung  in  der  Umgebung  eines  im  Endlichen  gelegenen  singulären 
Punktes  a  vor  Augen  zu  haben,  setzen  wir 

_      1 
^  -  f  —  a  ' 
dann  lautet  die  Differentialgleichung  für  y  als  Funktion  von  ^  in  der  Um- 
gebung von  1^  =  a: 

(22)  (^  -  ay-^^ ^  =  y^  +  2/[^o  +  m  - «)  -^  -  •  ■] 

+  ßo  +  Cid  — a)  +  •  •  •  - 

Wir  sehen  hier  den  Unterschied  gegen  den  in  der  Nr.  45  (S.  186) 
behandelten  Fall  der  Riccatischen  Gleichung  in  dem  Exponenten  der 
mit  der  Ableitung  der  unbekannten  Funktion  multiplizierten  Potenz  von 
^  —  a;  dort  war  dieser  Exponent  gleich  Eins,  hier  ist  er.  da  p^O  ist, 
mindestens  gleich  Zwei;  dort  waren  die  Integrale  im  singulären  Punkte 
I  =  a  nicht  unbestimmt,  hier  ist  dagegen  ^  =  a  stets  eine  Stelle  der 
Unbestimmtheit  für  die  Integrale,  da  x  =  x»  eine  solche  Stelle  für  alle 
Integrale  von  (17)  ist. 

In  dem  in  der  Nr.  45  behandelten  Falle  (der  aus  (22)  für  p  =  —  1 
Jiervorgeht)  fanden  wir  im  allgemeinen  (d.  h.  wenn  die  Differenz  der 
Wurzeln  der  determinierenden  Fundamentalgleichung  keine  ganze  Zahl 
war)  zwei  in  der  Umgebung  von  ^  =  a  holomorphe  Integrale.  —  Sehen 


^)  Poincare  a.  a.  0.;  lloin.  Grelles  Journal.  Bd.  llS  ^:s9T).  S.  2  57  ff. 
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wir  zu,  ob  wir  im  Fallr  /;  >  0  die  Difforontialgleichung  (22)  auch  durch 
»üno  nacli  positiven  ganzen  Potenzen  von  ^  — ■  a^  also  die  Differential- 
gleichung (21),  auf  die  wir  wieder  zurückgehen  wollen,  durch  eine  nach 
positiven  ganzen  Potenzen  von  x~^  fortschreitende  Reihe 

1  1 

y  =  70  +  Yi  ^,  +  72  J.2  +  •  •  • 

formal  befriedigen  können.  ' 

Setzen  wir  diese  Reihe  in  (21)  ein,  so  kommt 

^-"i-  y.  i  -2r2^3 )  +  (yo  +  y^  +  • 


+  (yo  +  y,  J,  +  •  •  )[öo  M-  ö,  ^  +•••)  +  fo  +  e,  ^ 


=  0. 


Denken  wir  uns  nach  Potenzen  von  x  geordnet  und  die  einzelnen 
Koeffizienten  gleich  Null  gesetzt,  so  finden  wir  als  erstes  Glied  der  zur 
Bestimmung  der  y^  dienenden  Rekursionsformel: 

rl  +  yo^o  +  So  =  0 . 

Es  muß  also  Yq  eine  Wurzel  der  quadratischen  Gleichung 

(23)  Q^  +  öo?  +  £0  =  0 

sein,  die,  wie  man  sofort  erkennt,  mit  der  charakteristischen  Gleichung 
(13a)  für  das  Differentialsystem  (19)  übereinstimmt,  und  deren  Wurzeln 
wir  durch  c^,  Cg  bezeichnen  wollen.  Als  zweites  Glied  der  Rekursions- 
formel ergibt  sich 

2yoyi  +  yo^i  +  yi^o  +  «i  =  0 , 

woraus 

^^^^  >'^=-2yo+To 

folgt,  wenn 

2ro  +  öo  +  0 
ist.    Das  letztere  ist  stets  der  Fall,  wenn  o^  4  c^  ist ;  wir  setzen  auch  hier 
voraus,  daß  dies  eintritt,  d.h.  daß    die    beiden  Wurzeln    der    cha- 
rakteristischen   Gleichung    voneinander    verschieden    sind. 

Unter  dieser  Voraussetzung  ist  auch  die  Berechnung  der  folgenden 
y^  ohne  Schwierigkeit  möglich;  wir  erhalten  also,  entsprechend  den  beiden 
Wurzeln  c^,  Cg,   zwei  Reihen 

1  1 

yi  =  ci  +  yn  ^  +  yi2  ^2  -  •  •  •  ^ 


(25)    . 
die  der  Riccatischen  Differentialgleichung  (21)  formal  Genüge  leisten. 


1  1 

2/2  =  ^2  +  y2i  3-  +  y22  -^%  4- 
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Diese  beiden  Reihen  sind  aber  im  allgeineinen  divergent. 
Wir  bemerken,  daß  analoge  Betrachtungen  auch  für  eine  beliebig*' 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  von  der  Form 

angestellt  werden  können,  wo  /(|,  y)  eine  rationale  Funktion  von  y  be- 
deutet, deren  Koeffizienten  in  der  Umgebung  von  |  =  o  holomorph«- 
Funktionen  sind.  Da  die  Prinzipien,  die  bei  der  Behandlung  dieser  all- 
gemeinen Differentialgleichung  zur  Anwendung  kommen,  im  wesent- 
lichen dieselben  sind,  wie  bei  der  Untersuchung  der  Ricca tischen  Diffe- 
rentialgleichung (22),  so  werden  wir  uns  darauf  beschränken,  diese  Prin- 
zipien an  dem  Falle  der  Riccatischen  Differentialgleichung  zu  erläu- 
tern und  verweisen  für  die  allgemeine  Frage  auf  die  Arbeiten  von  Briot 
und  Bouquet^),  Poincare  ^),    Fuchs^)  und  Horn^). 

Von  den  Reihen  (25)  können  wir  durch  die  Substitution  (20)  zu 
Ausdrücken  übergehen,  die  der  linearen  Differentialgleichung  zwfitei 
Ordnung  (17)  formal  Genüge  leisten. 

In  der  Tat  erhalten  wir  durch  formale  Ausführung  der  durch  di'' 
Gleichungen 

U)^  =  e^'      *  (x-i.. 

angedeuteten  Rechnungsoperationen  die  beiden  Ausdrücke 

(26)      u,  =  e  x''^r>+  >  (l,^  ^  L,,  ^  4-  L,.  ,2  -r  •  •  •)  - 

/  =  1.2: 

die  in  (17)  für  u  eingesetzt  diese  Differentialgleichung  befriedigen,  aber  im 
allgemeinen  sind  die  formal  hergestellten   Reihen 

(27)  L,,-^  L,,l  ^L,,l, 

für  keinen  endlichen  Wert  von  x  konvergent,  sie  entsprechen  den  für 
das  System  vom  Range  p  -\-  i  aufgestellten  Normalreihen  (13)  der  Nr.  64. 


*    Hriot  et  Houciuot.  Journal  de  I  tcole  rolytechnique.  Cah.  :^(i  (IHöH 

-)  H.  Poincare.  ebenda.  Cah.  4;')  (1878>. 

'•)  L.  Fuchs.   Berliner  .SitzunsTsberichte  IHMH.  Werke   11.  S.  3M1. 

*)  J.  Hörn.  CrelUs  .loiiinal.   \U\.    119  MHHH).  S.  19«;.  liu. 
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«)(i.  Besrriff  der  asymptotischen  Darstellung.  Difrereiitialirleichnn«2:en 
vom  Range  Eins.    Angenäherte  Differentialgleichungen. 

Wie  bereits  bemerkt,  hat  Poincare*)  gezeigt,  daß  den  divergenten 
Reihen,  die  einer  Differentialgleichung  formal  Genüge  leisten,  obwohl 
sie  im  gewöhnlichen  Sinne  keine  Integrale  definieren,  doch  eine  analy- 
iische  und  praktische  Bedeutung  zukommt.  Diese  Bedeutung  beruht 
auf  dem  folgenden  Begriffe. 
Es  sei 

«0  +  «1  j.  +   «2  ^2  +    •  •   •  '"    "^f- 

eine  divergente  Reihe,  f{x)  eine  in  der  Umgebung  von  a;  =  oo  wohldefi- 
nierte Funktion,  für  die  der  Punkt  x  =  oo  eine  Unbestimmtheitsstelle  ist. 
Wir  setzen 

fix)  =  «0  +  ^  +  ^2  H +  rr«  +  X«  ' 

dann  möge  für  jedes  positive  ganzzahlige  n 

lim  yn  —  0 
sein,  wobei  das  lim-Zeichen  (wie  auch  stets  im  folgenden)  so  zu  verstehen 
ist,  daß  X  als  reelle  positive  Größe  dem  Unendlichen  zustrebt.    Man  sagt 
dann   nach    Poincare,    daß   jene   divergente    Reihe   die   Funktion   f{x) 
asymptotisch    darstellt,    und  schreibt  dies: 

1  1 

f{x)  ^  ÖQ  +  «1  ^  +  «2  ^2  +  •  •  •  • 

Es  bestehen  dann  die  unendlich  vielen  Gleichungen: 
lim  (fix)  —  Oo)  =  0  , 

lim  X  U{x)  —  «0  —  ^^]  =  0  . 

lim  X"  (fix)  -  «0  -  "' ^")  =  0  , 

die  zeigen,  in  welchem  Sinne  die  Partialsummen  der  divergenten  Reihe 
zur  angenäherten  Berechnung  von  fix)  für  große  positive  Werte  von  x 
benutzt  werden  können. 


^)H.   Poincare.    American   Journal.    Bd.  VII   (1885),    Acta   Mathematica. 
Bd.  VIII   (1886):  diese   beiden   Abhandlungen,   sowie   die  Arbeiten   von   J.  Hörn. 
Mathematische   Annalen,   Bd.  49  (1897),   S.  453,   Bd.  50  (1898),   S.  525    bilden    die 
Grundlage  der  folgenden  Untersuchungen   (bis  Nr.  71  einschließlich). 
Schlesinger,  Differentialgleichiingen.  ] 7 
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Eine  derartige  analytische  Deutung  gewisser  divergenter  Reihen 
findet  sich  auch  schon  in  älteren  Untersuchungen.  Z.  B.  tritt  im  Art.  29 
der  oft  erwähnten  Gauß  sehen  Abhandlung  über  die  nach  ihm  benannte 
Reihe*),  eine  solche  divergente  Reihe  auf,  deren  Koeffizienten  die  soge- 
nannten Bernoullischen  Zahlen  sind,  und  die  mit  der  von  Gauß  durch 
77(z)  bezeichneten  Funktion  (von  der  weiter  unten  noch  die  Rede  sein 
wird)  in  Beziehung  gesetzt  wird.  Gauß  sagt  daselbst  über  die  Anw^endung 
solcher  divergenter  Reihen:  ,,Ceterum  negari  nequit.  theoriam  talium 
serierum  divergentium  adhuc  quibusdam  difficultatibus  premi,  de  quibus 
forsan  alia  occasione  pluribus  commentabimur."  Gauß  ist  auf  diese 
Frage  weder  in  den  von  ihm  veröffentlichten,  noch  in  seinen  nachge- 
lassenen Arbeiten  zurückgekommen;  die  oben  wiedergegebene  Poincare- 
sche  Definition  der  asymptotischen  Darstellung  dürfte  aber  wohl  die 
von  Gauß  gefühlten  Schwierigkeiten  in  der  Theorie  jener  divergenten 
Reihen  beseitigt  haben. 

In  bezug  auf  die  Reihen  (25)  ergibt  sich  nun  aus  den  Untersuchungen 
von  Poincare  das  folgende  Resultat: 

Wenn  x  in  einer  bestimmten  Richtung  ins  Unendliche  geht,  so  gibt 
es  stets  ein  Integral  der  Riccatischen  Differentialgleichung  (21),  das 
durch  eine  dieser  Reihen  asymptotisch  dargestellt  wird.  Ändert  man 
jene  Richtung,  so  stellt  die  betreffende  Reihe  im  allgemeinen  immer  ein 
anderes  Integral  asymptotisch  dar.  In  ähnlicher  Weise  stellen  die  Reihen 
(27)  gewisse,  durch  die  Ausdrücke 

^^-     xP+^  + hr,    r 

e  x'^^'P+^ 

dividierte  Integrale  der  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  (17)  asym- 
ptotisch dar,  wennarineinerbestimmten  Richtung  ins  Unendliche  einrückt-). 

Wir  werden  diesen  Satz  nicht  allgemein,  sondern  nur  an  einem  Bei- 
spiele beweisen;  der  Gang  der  Untersuchung  wird  aber  an  diesem  Bei- 
spiele derselbe  sein  wie  der,  den  Poincare  im  allgemeinen  Falle  befolgt 
hat. 

Um  zu  diesem  Beispiele  zu  gelangen,  nehmen  wir  zunächst  die  Zahl 
jt>  =  0,  also  den  Rang  der  Gleichung  (17)  gleich  Eins:  dann  reduzieren 
sich  die  ganzen  Funktionen  (pp{x),  (fopix)  auf  Konstanten,  und  die  Diffe- 
rentialgleichung zweiter  Ordnung  hat  die  Form. 

(28)    ^^:  +  (.„  +  a4+...)|^+(e.  +  .4+...)«=0. 


1)  Gauß"  Werke  Bd.  III.  S.  152. 

-)  In  bezug   auf  die  Bedeutung  der  formalen  Ausdrücke  (2fi)  selbst  vgl.  die 
Abhandlung  von  L.  \V.  Thome,  Grelles  Journal,  Bd.   124  ^1902).  S.  102. 
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Die  formalen  Ausdrücke  (26)  lauten  jetzt 

(26a)  e'   x"-'[L,^ -V  L,,  ^-\-  •  •  •]  ,  (^    '.'') 

iiiicl   nach   (24)  ist 

(24a)  V.=-t'-+*:- 

Die  Bedeutung  des  Poincareschen  Satzes  für  die  Anwendungen 
läßt  sich  an  diesem  Beispiele  deutlich  machen.  Würde  man  durch  eine 
physikalische  Aufgabe  auf  die  Gleichung  (28)  geführt  werden  und  handelte 
es  sich  um  die  Bestimmung  der  Lösungen  dieser  Gleichung  für  sehr  große 
Werte  von  x,  so  würde  der  Physiker,  nachdem  er  erkannt  hat,  daß  ihm 
die  exakte  Integration  dieser  Differentialgleichung  wesentliche  Schwierig- 
keiten bereitet,  etwa  folgendermaßen  schließen.     Wenn  x  sehr  g^oß  ist, 

1  1 

so  ist  -,  und  um  so  mehr  eine  höhere  Potenz  von  -  sehr  klein,  man  kann 

x'  X 

also  die  mit  Potenzen  dieser  Größe  multiplizierten  Glieder  vernachlässigen 
und  erhält  dadurch  die  ,, angenäherte  Differentialgleichung" 
d^u       „   du  - 

diese  hat  konstante  Koeffizienten,  ihre  ,, charakteristische  Gleichung" 

Q'^  +  ?Öo  +  «0  =  0 
hat  die  Wurzeln  q,  c.^-  also  lautet  das  allgemeine  Integral 

wo  yi,  y2  willkürliche  Konstanten  bedeuten.  Die  Lösungen  e*'',  e'^-' 
der  angenäherten  Differentialgleichung  sind  also  hier  die  Exponential- 
faktoren  in  den  formalen  Ausdrücken  (26a)  ,  die  der  ursprünglichen 
Gleichung  (28)  genügen.  Nun  ist  man  daran  gewöhnt,  ohne  wei- 
teres anzunehmen,  daß  eine  Lösung  einer  angenäherten  Differential- 
gleichung, die  man  aus  einer  gegebenen  Differentialgleichung  durch  Ver- 
nachlässigen gewisser  höherer  Potenzen  des  Inkrements  in  deren  Koef- 
fizienten erhalten  hat,  auch  eine  Annäherung  an  die  durch  dieselben 
Anfangswerte  bestimmte  Lösung  jener  gegebenen  Differentialgleichung 
darstellt.  Dies  ist  auch  in  der  Tat  der  Fall,  wenn  die  Lösungen  der  ge- 
gebenen Differentialgleichung  in  der  Umgebung  des  Punktes,  auf  den  sich 
das  Inkrement  bezieht,  in  konvergente  Potenzreihen  entwickelbar  sind, 
also  stets,  wenn  dieser  Punkt  kein  singulärer  oder  wenn  er  eine  Singu- 
larität ist,  wo  die  Integrale  nicht  unbestimmt  werden^).  Ganz  anders 
liegt  die  Sache  aber  in  dem  Falle,  wo  der  betreffende  Punkt,  wie  in  dem 
hier  betrachteten  Beispiele  der  Punkt  x  =  oo,  ein  Punkt  der  Unbestimmt- 
heit für  die  Integrale  ist.    Dann  können  allerdings  die  Lösungen  der  ange- 


1)  Vgl.  für  reelle  Werte  der  Veränderlichen  die  Nummern  3  uBd  5. 

17* 
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näherten  Differentialgleichung  nach  dein  Po incar eschen  Satze  aurh 
angenäherte  Werte  der  Lösungen  der  ursprünglichen  Differentialgleichung 
liefern,  aber  angenäherte  Werte  anderer  und  anderer  solcher 
Lösungen,  je  nach  der  Richtung,  in  der  die  unabhängige 
Variable    in    den    betreffenden    Punkt    einrückt. 


67.    Laplacesche  Differentialgleichung.     Integration 
durch  bestimmte  Integrale. 

In  die  Klasse  der  Differentialgleichungen  vom  Rango  Eins  gehör! 
die  Differentialgleichung 

d^u  .  .  ^  du  ,    ^^  ^ 

wo  Qq.  a^.  a.^,  b(y.  b-^.b^  Konstanten  bedeuten,  und  die  die  Laplacesche 
Gleichung  genannt  wird  ^).  Um  sie  direkt  als  speziellen  Fall  dcf 
Gleichung  (28)  erscheinen  zu  lassen,  setzen  wir 

wodurch  die  Laplacesche  Differentialgleichung  die  Form 

d-u  du 

D,{u)  =  X  ^^2  +  {d^  +  ö^)  ^^  -t-  (fox  +  £i)  "  =  0  , 

oder  nach  Division  durch  x  die  Form 

annimmt,  wo  Öq,  ö^,  £o,  «i  Konstanten  bedeuten.  Es  ist  dies  also  gleichsam 
der  einfachste  Fall  der  Gleichung  (28)  nächst  dem  Falle  der  Differential- 
gleichung (29)  mit  konstanten  Koeffizienten.  An  diese  Gleichung  (.30) 
wollen  wir  unsere  weiteren  Betrachtungen  anknüpfen. 

Die  singulären  Punkte  der  Differentialgleichung  (30)  sind  .r  =  0 
und  X  =  X'.  In  der  Umgebung  von  x  =  0  schreiben  wir  die  Gleichung 
in  der  Form 

dhi       dpi'  +  ^1  du        x(£gj-  +  ^i)      _  ^ 

dx-  X        dx  x^  ~ 

die  Gestalt  der  Koeffizienten  lehrt  also,  daß  x  =  0  kein  Punkt  der  Un- 
bestimmtheit für  die  Integrale  ist.  Die  determinierende  Fundamental- 
gleichung 

')  La  place.  Tlieorie  analytique  des  probabilites  (1812).  Livre  l.  premiöre 
partie:  vgl.  Jordan,  Cours  111  (1887).  S.  258  ff. :  Schlesinger.  Handbuch  I. 
S.  409  ff. 
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hat  die  Wurzeln  0  und  1  —  öj.   Es  sei  1  —  Ö^  keine  ganze  Zahl ;  dann  haben 
dit'  zu  X  =  0  gehörigen  kanonischen  Integrale  die  Form 

Diese  Reihen  konvergieren  nach  der  allgemeinen  Theorie  (Nr.  36) 
innerhalb  einer  sich  bis  zum  nächsten  singulären  Punkte  hin  erstreckenden 
Umgebung  von  x  =0;  dieser  nächste  Punkt  ist  aber  x  =  co,  die  Reihen 
konvergieren  also  beständig,  d.h.  für  jeden  endlichen  Wert  von  x. 
Das  eine  Integral  ist  demnach  eine  ganze  transzendente  Funktion 
von  X,  das  andere  eine  ebensolche  Funktion,  multipliziert  mit  einer  Potenz 
von  X.  Die  Koeffizienten  dieser  Reihen  sind  mit  Hilfe  der  allgemein  auf- 
gestellten Rekursionsformel  leicht  zu  ermitteln,  die  Integration  der  Diffe- 
rentialgleichung (30)  kann  also  als  vollzogen  angesehen  werden. 

Aber  abgesehen  davon,  daß  uns  diese  Differentialgleichung  als 
Paradigma  für  die  Untersuchung  der  Integrale  in  der  Nähe  von  x  =  oo 
dienen  soll,  sprechen  auch  noch  praktische  Gründe  dafür,  bei  der  erlangten 
Darstellung  eines  Fundanientalsystems  nicht  stehen  zu  bleiben.  Differen- 
tialgleichungen von  der  Form  (30)  kommen  in  den  Anwendungen  sehi- 
häufig  vor  und  in  der  Regel  handelt  es  sich  um  die  Untersuchung  ihrer 
Lösungen  füi*  sehr  große  Werte  von  x.  Für  solche  Werte  konvergieren 
die  aufgestellten  Reihen  aber  selu'  schlecht,  d.  h.  man  muß  sehr  viele 
Glieder  nehmen,  um  einen  einigermaßen  angenäherten  Wert  zu  erhalten. 
Darum  hat  schon  La  place  selbst  eine  Darstellung  der  Lösungen  der  nach 
ihm  benannten  Differentialgleichung  durch  bestimmte  Integrale  von  der 
Form 

(31)  /w{z)e^-dz 

L 

gegeben  und  wir  wollen  jetzt  zu  dieser  Darstellung  zu  gelangen  suchen 
durch  Anwendung  einer  Methode,  die  der  in  den  Nummern  57 — 60  für 
die  Gau ß sehe  Differentialgleichung  entwickelten  analog  ist,  und  gleich 
dieser  auf  beliebige  lineare  Differentialgleichungen  mit  rationalen  Koef- 
fizienten übertragen  werden  kann. 

p*v*  Wir  setzen  das  Integral  (31),  wo  w{z)  eine  noch  zu  bestimmende 
Funktion  von  z  (Dichtigkeitsfunktion),  L  einen  ebenfalls  geeignet  zu 
bestimmenden  geschlossenen  Integrationsweg  in  der  2-Ebene  bedeutet  ^), 
in  die  linke  Seite  Dj;{u)  der  La plac eschen  Differentialgleichung  ein, 
dann  ist 

(32)  Dx{fw{z)  e^^dz)  =J\v{z)  D,{e^)dz  . 

L  L 


^)  Wir    bemerken    übrigens,    daß   das   Integral   (31)   durch    einen    einfachen 
Grenzübergang  aus  dem  Integrale  (17)  der  Nr.  57  (S.  227)   erhalten    werden  kann. 
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Der  Ausdruck 

kann  in  folgender  Weise  umgeformt  werden: 

Z),(e^^)  =  {b^z  -I-  gj)  ß--'  4-  (^2  +  doz  +  £o)  ^"^ 

=  (öjz  +  gj)  e^-^  +  (22  +  doS  4-  So)  57  • 

Setzen  wir  nun  den  homogenen  linearen  Differentialausdruck  erster 
Ordnung  mit  der  unabhängigen  Variabein  z 

dv 

80  haben  wir  die  der  Gleichung  (20)  der  Nr.  57  (S.  227)analoge  Gleichung 

Z),(g-)  =  z/,(e'-) , 
wodurch  (32)  in 

(33)  D^ifwiz)  e-'dz)  =j'w{z)  J-M^)  dz 

L  L 

übergeht. 

Wir  fassen  nun  J.{v)  als  homogenen  linearen  Differentialausdruck 
zweiter  Ordnung  auf,  in  deni  der  Koeffizient  der  zweiten  Ableitung 
gleich  Null  ist.  Dann  lautet  nach  den  Regeln  der  Nr.  56  der  zu  J,-(f ) 
adjungierte  Differentialausdruck: 

wo 

9  =  22  +  6oZ  +  go,    r  =  ö-iZ  +  gj 
zu   nehmen   ist,   und    der   begleitende   bilineare   Differentialausdruck   ist 
einfach 

J.(p,  w)  =  g'c«' . 

Durch  Anwendung  der  Lagrangeschen  Identität 

d 

auf  den  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (33)  unter   dem   Integral- 
zeichen stehenden  Ausdruck,  verwandelt  sich  diese  Gleichung  in 

D^{  fw{z)  e^dz)  =  /"e«  J.(«0  dz -}-  j  -r  {qe^'w)  dz  . 

L  L  2'    "^ 

Das  Integral  (31)  wird  folglich  eine  Lösung  der  Differentialgleichung 
(30)  oder 

D^(u)  =  0 

darstellen,  wenn  «(z)  als  Lösung  der  Gleichung 
(34)  ^,(«')  =  0 


»»H.     Bestimmnnp;  der  Dichtigkeitsfunktion   and  des  Integrationswegis.      iöii 

nrid   L  so  gewäiilt  wird,  daß 

(35)  j  ^^{qe''w)dz=^0. 

L 


fi8.  Bestinimnng  der  Dichtisrkeitsfünktion  nnd  des 
Intea^rationsweges. 

Die  Integration  der  Differentialgleichung  (34),  die  Poincare  die 
Laplacesche  Transformierte  von  (30)  nennt,  läßt  sich  ohne  Schwie- 
rigkeit vollziehen.     Diese  Gleichung  lautet  nämlich 

d{qw) 
dz     =^^'' 
woraus  sich 

d  log(9tv)  _  r 
dz        ^  q' 
also  durch  Integration 

1     /■-  "^ 
w  =  const.  —  e'    ' 

ergibt.      Die   singulären  Punkte   der  Differentialgleichung    (34)   sind   die 
Wurzeln  Cj,  c^  der  Gleichung 

q  =  z^  -^  ÖqZ  -^  Eq  ^  0; 
wir  setzen  wie  im  allgemeinen  Falle  voraus,  daß  Cj  t   c-i  sei.    Denken  wir 
uns 

r  _         fi  +  Öi2 

q  ~  (:3  — c,)(z  — Ca) 
in  Partialbrüche  zerlegt: 

L  =        ^^        _|.        «2 

q        z       Cj       z       Cg 
so  ist 

Oj   = ,      «2  — ' 

Cj  Cg  ^2  Cj 

oder,  da 

<^i  +  «-'z  =  —  ^0  7  Ci  —  f  2  =  —  <5o  —  2<'2 ,  f  2  —  ^1  =  —  ^0  —  2ci 
ist,  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (24a)  (S.  259) 
(36)  «1  --  —  711 ,    02  =  —  721  • 

Wir  haben  also  bei  geeigneter  Wahl  der  Integrationskonstanten 

1 

w  ==  ^{z  —  Ci)«.  {z  —  (2)"^  =  {z  —  Ci)'"-i  {z  —  Ca)«--! 

und  folglich 

J^(e^* ,  w)  =  e^'^iv  =  e^^ {z  —  Ci)«i (z  —  Ca)*"  • 
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Das  der   Differentialgleichung    (30)   genügende   bestimmte    Integral 
lautet  demnach 

(37)  ./>*(z  —  Ci)«'-i  {z  —  c^y^-'^dz  , 

L 

imd  der  Inteffrationsweg  L  ist  so  zu  wählen,  daß 


d 


(35a)  j  ^^  [e-(z  -  c^)«.  (z  ~  Ca)-^  ^^  = 


0 


sei. 

Wir  können  zunächst  für  L  eine  um  die  Punkte  Cj,  C2  herumgelegte 
Doppelschleife  (c^,  c,)  nehmen  (vgl.  Nr.  58,  S.  231).  Das  so  gebildete 
Integral 

Hg  =_/"e.'-r(-; c^)a,  -1  (-  C^Y^^'^  dz 

läßt  sich,  wenn  wir   für   <f^  seine   Entwicklung 

■"         (. 

die  für  jedes  endliche  z  und  jedes  endliche  x  konvergiert,  einsetzen,  in  der 

Form 

«     f. 

darstellen;  es  ist  also  eine  ganze  transzendente  Funktion  und  kann  sich 
folglich  von  deni  oben  gefundenen  Integrale 

ÜQ  4-  (i\X  +  «2^'"  +  •  •  • 
nur   durch   einen   konstanten   Faktor   unterscheiden.      Die    Koeffizienten 
der  für  ii^  gefundenen  Reihenentwicklung  sind  im  wesentlichen  Gaußsche 
Reihen   mit  konstantem  viertem   Element. 

Um  weitere  brauchbare  Integrationswege  L  zu  erhalten,  verfahren 
wir  wie  folgt: 

Der  Bedingung  (35a)  wird  offenbar  genügt,  wenn  wir  L  so  wählen, 
daß  im  Anfangs-  und  Endpunkte  dieses  Weges  der  Ausdruck 

e-'^(z  —  Ci)«.(z  — (•.,)"= 
verschwindet.     Nun  ist 

lim  e^^  =.  0  , 

wenn  z  so  ins  Unendliche  rückt,  daß  für  die  letzten  Wegelemente  der  reelle 
Teil  von  zx  negativ  ist.  Denken  wir  uns  also  L  so  gewählt,  daß  z  in  den 
ersten  Wegelementen  von  L  so  aus  dem  Unendlichen  kommt,  daß  der 
reelle  Teil  von  zx  negativ  ist.  daß  dann  L  einen  im  Endlichen  gelegenen 
c-Wert  im  positiven  Sinne  umschließt  und  in  derselben  Weise,  wie  es 
aus  dem   Unendlichen  gekonunen  ist,   auch   wieder   dahin   zurückkehrt, 
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.--i»  wild  dieses  /.  einen  brauchbaren  Integrationsweg  liefern,  da  bekannt- 
lich c"^,  wenn  der  Exponent  zx  so  unendlich  wird,  daß  sein  reeller  Teil  nega- 
tiv bleibt,  auch  noch  mit  einer  beliebigen  Potenz  von  c  multipliziert,  füi- 
::  ==  00  verschwindet.  Würde  nun  innerhalb  des  so  gewählten  Weges  L 
keiner  der  Punkte  c^,  c^  liegen,  so  wäre  in  dein  von  L  umschlossenen  Teile 
iler  >Ebene  die  unter  dem   Integralzeichen   (37)  stehende  Funktion 

e--^(c  —  Ci)"!-!  {z  —  Cg)«'-' 
eindeutig,  endlich  und  stetig,  das  Integral  wäre  also  nach  dem  Cauchy- 
schen  Integralsatzo  gleich  Null.  Um  dies  zu  vermeiden,  werden  wir  L 
so  wählen  müssen,  daß  dieser  Weg  entweder  den  Punkt  q  oder  den  Punkt  Cg 
umschließt.  Wir  erhalten  auf  diese  Weise  zwei  Wege,  die  wir  durch  l-^,  I2 
bezeichnen  wollen,  und  die  wir  als  einfache,  vom  Unendlichen  aus  um 
Ci  beziehungsweise  c.^  her  umgelegte  Schleifen  ansehen  können,  die  der 
Bedingung  zu  genügen  haben,  daß  in  ihren  unendlich  fernen  Wegelementen 
der  reelle  Teil  von  zx  negativ  sei.    Die  so  entstehenden  Lösungen 

Ui  ^fe'-'iz  —  f  i)"«-i  (-  —  c^)''-~^  dz  , 

/i 
U2  ==/>-'*(-  —  Ci)«i-i  {z  —  c^y-^^dz 
i, 
der  Differentialgleichung  (30)  stellen  offenbar    mehrdeutige  Funktionen 
von  X  dar;  da  nämlich  die  Richtung  der  unendlich  fernen  Wegelemente 
von  /j,  /o  wesentlich  von  dem  Ai-gumente   (p  der  Größe 

X  =/■<"/',     r  =  1  X  I  , 
abhängt,   so   modifizieren  sich  die   Integrationswege  Z^,  /,,  wenn  x  einen 
geschlossenen  Umlauf  um  den  Punkt  x  =  0  vollzieht,  die  Integrale  u^,  u., 
erleiden  also  im  allgemeinen  eine  Wertänderung. 

Wir  haben  jetzt  im  ganzen  drei  Lösungen  der  Differentialgleichung 
(30)  gefunden,  es  ergibt  sich  aber  sofort  die  lineare  Beziehung,  die  diese 
drei  Integrale 

miteinander  verknüpft.  Zunächst  ist  nämlich  klai-,  daß  wir  zur  Her- 
stellung der  Doppelschleife  (c^,  c,)  die  einfachen  Schleifen  Z^,  h  benutzen 
dürfen.  Wenn  wir  in  gewohnter  Weise  die  im  entgegengesetzten  Sinne 
durchlaufene  Schleife  l^  durch  l^^  bezeichnen,  wo  also  /~^  den  Punkt  c^ 
für  A  =  1,  2  im  negativen  Sinne  umschließt,  so  ist 

{c,,e.^=lj,l7'l7'- 
Beachten  wir  ferner,  daß 

{z-ciri-', 

auf  dem  Wege  k  beziehungsweise  l~^  fortgesetzt,  den  Faktor 

g2.7»a/.  beziehungsweise  e~''^"^*^ 
annimmt,  so  folgt 
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y  =  y_|_  g2;i,a,  |'_f_  g2,i,(<i,  +  <z,)  f  ^  e2n,a,y  ^ 
(«•„4)       ^  i\  h     '  '2     ' 

WO  wir  der  ki>zeren  Schreibweise  wegen  das  unter  den  Integralzeichen 
auftretende 

e^^(2— Ci)°>-i  (2  —  cg)"-'   '  rfz 
weggelassen  haben.     Nun  ist  aber  offenbar  das  Resultat  der  Integ.ation 
auf  den  hintereinander  durchlaufenen  Wegen  l^,  Ir^  gleich  Null;  wir  haben 
also 


und  folglich 
oder 


_/■  =   (1  —  ßZ^-«,)  /'_   (1  _  e2-,,a,^  /• 


(38)  ?i3  =  (1  —  e-^'«=)  Ui  —  (1  —  e2^'°i)  u^ . 


69.  Reellpositive  Werte  der  unal)häiigis:en  Veränderlichen. 
Reihenentwicklnng  der  Integrale.    Ganmiafunktion. 

Um  einen  bestimmten  Fall  vor  Augen  zu  haben,  und  auch  um  zu 
Formeln  zu  gelangen,  die  für  die  Anwendungen  unmittelbar  brauchbar 
sind,  setzen  wir  uns  vor,  das  Verhalten  der  Inte^,  ale  «1,  Ug  ^^r  sehr 
große  reelle  positive  Werte  der  unabhängigen  Veränderlichen  x  zu 
erforschen  ^). 

Der  Bedingung,  daß  der  reelle  Teil  von  xz  negativ  sei,  wird  genügt, 
wenn  wir  die  Integrationsschleifen  /j.  /g  so  wählen,  daß  sie  parallel 
mit  der  reellen  negativen  z-Achse  aus  dem  Unendlichen  kommen,  bis 
dicht  an  die  Punkte  Cj  respektive  Tg  herangehen,  diese  etwa  in  der 
Form  von  kleinen  Kreisen  im  positiven  Sinne  umschließen  und 
dann  wieder  parallel  mit  der  negativen  Richtung  der  reellen  c-Achse  sich 
ins  Unendliche  entfernen.  Wir  betrachten  dann  zuvörderst  das  längs 
des  so  fixierten  Weges  /j  genommene  Integral 

Mj  =  fe-'iz  —  fi)"i-i  (2  —  ro)"--*(/r. 
h 
und  setzen  hierin 

2  —  Ci  =  / ,    y  =  (\  —  Co. 

')  Daß  die  folgenden  Untersuchungen  auch  über  das  Verhalten  in  der 
ganzen  Umgebung  von  x=^c<.  Aufschluß  geben  können,  hat  Hörn  a.  a.  0.  und  Acta 
Mathem.  28  (1899),  S.  171  und  auf  anderem  Wege  W.  J  acobsthal  in  seiner 
Inauguraldissertation  (Straßburg  1899)  und  Mathem.  Annalen  56  (1902).  S.  129 
gezeigt.     Vgl.  auch  G.  D.  Birkhoff.  Am.  Transact.  10  (n)09),  S.  436. 
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Der  der  Schleife  l^  entsprechende  Integrationsweg  k^  der  t- Ebene 
körn  int  län^s  des  negativen  Teiles  der  reellen  ^Achse  aus  dem  Unendlichen 
biß  dicht  an  den  Punkt  /  =  0  heran,  umschließt  diesen  in  Form  eines 
kleinen  Kreises  im  positiven  Sinne  und  kehrt  wieder  längs  der  negativen 
reellen  /-Achse  nach  dem  Unendlichen  zurück.  Wir  erhalten  für  Uj  die 
Darstellung 

ttj  =  /*e«('-.+0  f«,      •  {t   J^   y)a,     Idt  . 

Wenn   |  ^  <  1  y  1  ist,  so  gilt  die  Entwicklung: 

,39).         /.  =  ,.-.-.<"-»)«"> -^2, -,.(«,-*)._ 

nun  ist  aber  die  Bedingung  1  M  <  1  7  I  offenbar  nicht  längs  des  ganzen 
Integj  ationsweges  kj  erfüllt,  wir  dürfen  also  die  angegebene  Entwicklung 
nicht  in  das  Integral  Uj  einsetzen.  W'  •  nehmen  darum  nur  die  {n  -\-  l) 
ersten  Glieder  derselben  und  fügen  ein  Restglied  hinzu: 

(40)         {t  4-  y)»«-^  =  /o  +  /i«  +  •  •  •  +  /«^"  +  ^"(0  , 
von  dem  dann 

lim  /?„(0  =0  (l*i<lri> 

n  — >•  X 

gilt.     Dies  eingesetzt  gibt 

wi-^  formen  zunächst  das  unter  dem  Summenzeichen  auftretende  Integral  um. 
Führen  wi"*  darin  durch  die  Gleichung 

xt  =  —  T 
die  neue  Integrationsvaiiable  r  ein,  so  entspricht  der  Schleife  k^  eine 
Schleife  X  in  der  r-Ebene,  die  (da  x  reell  positiv  ist)  längs  der  positiven 
reellen  T-Achse  aus  dem  Unendlichen  herankommt,  den  Punkt  t  =  0  im 
positiven  Sinne  umkreist  und  sich  wieder  längs  der  positiven  reellen 
T-Achse  nach  dem  Unendlichen  entfernt.     Es  wird 


also 


X     ' 


(41)        u,  =  e'^xx-"^  !!{ —  l)«»+*/*rr-*/e-TT''i+*-^rfT 

k  =  0  i. 
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Setzen  wir  in  dem  über  die  Schleife   /  erstreckten  Integrale  p  an 
die  Stelle  von  a,  +  k,  so  sehen  wir,  daß  das  Integral 

(42)  fe   ^TP^'^dz 

Ä 
hier  eine  ähnliche  Rolle  spielt,  wie  bei  den  analogen  Betrachtungen  in  der 
Theorie  der  Gaußschen  Differentialgleichung  (Nr.  59)  das  Eulersohe 
Integral  erster  Gattung.  Unter  der  Voraussetzung,  daß  der  reelle  Teil 
von  p  wesentlich  positiv  ist,  bleibt  das  Integral  für  t  =  0  und  x  =  oo 
endlich,  wir  können  es  also,  indem  wir  den  den  Punkt  t  =0  umge- 
benden Teil  der  Schleife  /  unendlich  klein  werden  lassen  und  beachten, 
daß  z^~^  bei  positiver  Umkreisung  des  Nullpunktes  den  Faktor 

annimmt,   in  der   Form 

f  e~J  cp-Ht  ^  f  e-^  TP-'^  dx  +  e^"^'pj"" e-^  ip-'^di 
).  «  0 

=:   (e2n>>  i)J""e^^Tl'~^dT 

0 

schreiben.     Man  setzt  gewöhnlich 

0 

und  nennt  dies  das  Eulersche  Integral  zweiter  Gattung  oder  die 
Gammafunktion;  Gauß  bezeichnet  diese  Funktion  abweichend  durch 
die  Charakteristik  /7,  es  ist  nach  Gauß: 

r(p)=77(p-i). 

Für  Werte  von  p,  deren  reeller  Teil  nicht  positiv  ist,  gilt  als  Definition 
der  Gammafunktion  die  Gleichung 

J'e-^Tp-^  dr  =  {e^^'p  —  1 )  r(p)  , 
*. 

für  negative  ganzzahlige  Werte  von  p  ist  r{p)  unendlich.  Wir  bedürfen 
einiger  einfacher  Eigenschaften  dieser  Funktion,  die  wir  hier  ableiten 
wollen. 

Setzen  wir 

x-(g+l)<J, 
so  wird 

f(p)  =/"e-(;^+i)c(g-u  \)pap    \da 
ü 
^  (g -r  ^yf^i'   ('^^^"0>'^^da  , 

0 

oder 

{1  4-  g)-pr{p)  ^  re'(8+i)oaP-^dii  . 
1) 

Wenn  |  »  [  <  1  ist,  kann  (1  +  g)~^  nach  dem  binomischen  Lehrsatze  ent- 
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wickelt  werden;  entwickelt  man  fernfT  rofhtcr  Hand  r    ^"  narli  Potonzf-n 
von  pa,  so  kommt 


k       0  I     .    w    .    .    .    A 


(p) 


*=0 

0 

und  indem  man  nun  beiderseits  die  Koeffizienten  gleich  hoher  Potenzeit 
■\  on  ^  vergleicht. 

(/i3)       p(/>+  1).  .  .  (p  +  k—\)r{p)  =re-''a>'+P:^da  =  r(p^  k)  , 

0 

wo  k  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  bedeutet. 
Setzen  wir  p  =  1  und  beachten,  daß 

r(l)  =f'^e-'dT  =  1 

0 

ist,   so  folgt  aus   f43) 

r(/<:  + 1)  =/c!. 
Diese  Gleichung  kann  als  Definition  der  Gammafunktion  für  positive  ganz- 
zahlige Werte  von  k  dienen;  einige  ältere  Analysten  waren  bestrebt,  aus 
(iieser  Definition  auch  die  Wertbestimmung  der  Gammafunktion  für  be- 
liebige Werte  von  k  abzuleiten;  über  diese  Art  von  Untersuchungen  ver- 
gleiche man  die  Einleitung  zu  Weierstraß'  Abhandlung  über  die  Theorie 
der  analytischen  Fakultäten  '). 

Auf  Grund  der  Gleichung  (43)  ist  nun 

/e-'- T"i+*-' rfr  =  (e2^'>'i—  1)  r{a^  +  k) 
i 

=  (e27t.«,_i)ct,(ai+  1)  .  .  .  (ai  +  k—i)r{a,), 

dies  in   (41)  eingesetzt  gibt: 

Uj  =  e<•^^x~"^  (e2.T'V-,  _  1)  r{ay)  (—  1)"» . 

Z{—  l)*/*ai(a,  +  1)  .  .  .  (a,  +  k—\)x'~^  +  e"^-/ e'H'^~^Rn{t)dt . 

ko  ;, 

Wenn  wir  hier  n  ins  Unendliche  wachsen  lassen  und  /?„(f)  vernachlässigen, 
so  erhalten  wir  auf  der  rechten  Seite  eine  (im  allgemeinen)  divergente 
Reihe,  die  mit  Rücksicht  darauf,  daß  nach  (36)  (S.  263) 

«1  =  —  711 
ist,  mit  der  ersten  der  Normalreihen   (26a)   (S.  259)  der  Form  nach 
vollkommen  übereinstimmt.     In  ähnlicher   Beziehung   steht   w,  zu  der 
anderen  dieser   Normalreihen,    wie    man  durch    analog    geführte   Rech- 
nung  sofort  erkennt. 


1)  K.  Weierstraß.  Grelles  Journal,  51  (1856),  Werke  I,  S.  153. 
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Wir  werden  nun  beweisen,  daß,  wenn  x  als  positive  reelle  Größe  ins 
Unendliche  rückt,  für  jeden  Wert  von  n 

(44)         lim  xAu^^e-^'tx''^ —  ( —  \yi{e-'^><^i  —  1)  rla^)  . 
Z  (— l)*A.ai(ai  +  1)  .  .  .  (ai  4-  Ä;  -  l)x-4  =  0 

k^Q  ] 

ist,  damit  wird  im  Sinne  der  Poinc areschen  Definition  (Nr.  66)  gezeigt 
sein,  daß  die  divergente  Reihe 

(_l)ax(e2r„a,_l)/-(a^)  f  (_l)4/,ai(ai  +  1)...  {a^  +  k  —  i)  X'" 

k  =  0 

die  Funktion 

asymptotisch  darstellt,  falls  x  als  positive  reelle  Größe  ins  Unendliche  rückt. 


70.  Beweis  der  asymptotischen  Darstellung^  durch  Untersuchung 

des  Restgliedes. 

Mit   Rücksicht  auf  die  gefundene  Darstellung  von   u^  können  wir 
die  zu  beweisende  Gleichung  (44)  auch  so  schreiben: 

hm  x^'+'^if  e"^  f^i—^ Rn{t)dt  =  0  i)  . 

Die  Schleife  k^  denken  wir  uns  folgendermaßen.  Von  ^  =  —  oo  ausgehend 
läuft  sie  längs  der  negativen  reellen  ^Achse  bis  zum  Punkte  /  =  —  p, 
wo  p  einen  positiven  reellen  Wert  bedeutet,  dann  in  einem  um  f  =  0  als 
Mittelpunkt  mit  dem  Radius  p  beschriebenen  Kreise  C  im  positiven  Sinne 
um  t  =  0  herum,  dann  von  t  —  —  p  wieder  längs  der  negativen  reellen 
Achse  nach  t  =  —  oo  zurück.     Es  ist  dann 

(45)  x^+'^i/e^H'^t-^  Hn{t)dt 

=  x'^+'^t  [/~^  +/+  eäi'o-,  /'""^  e.öfa,  'iRn{t)dt\  , 

— 00  C  —p 

wo  der  Integrand  in  den  beiden  ersten  Integralen  rechter  Hand  derselbe 
ist,  wie  in  dem  Integrale  auf  der  linken  Seite,  und  in  dem  Integranden  des 
dritten  Integrals  auf  der  rechten  Seite  /?„(0  den  Wert  bedeutet,  den  R{t) 
annimmt,  nachdem  t  die  Kurve  C  durchlaufen  hat. 

Wir  beginnen   mit   der   Untersuchung  des   über   die    Kurve   C  hin 
erstreckten    Integrals 

^)  Das  lim-Zeichen  ist  hier   und  im  folgenden  wieder   so   zu   verstehen,    dali 
X  als  reelle  positive  Größe  nach  Unendlich  strebt. 
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(46) 

<• 
worin  wir  cliirrh 

xt  =  — t 

r  als  neue  Integrationsvariable  einführen.  Dem  Kreise  C  der  ^Ebene 
entspricht  der  um  t  =  0  als  Mittelpunkt  mit  dem  Radius  px  beschriebene 
K-eis  Ä'  der  /-Ebene.    Unser  Integral  (46)  lautet  dann 


(—  l)'»iJJ»  /  e     ^  T"i-^^/?n(    -jdi 


/»'„(/)   ist   als    Restglied   der   Reihe   Ef^t^  durch   die  Gleichung  (40) 

k  =  0 

(S.    267)  definiert.    Wenn  diese  Reihe  konvergiert,  so  gibt  es  bekanntlich 
stets  zwei  positive  Größen  M  und  a  von  der  Beschaffenheit,  daß 


h\< 


M 


(«•=1,    2 QO) 


also  ist  in  diesem  Falle  für   \  t  \  <  a 
1  Mt) 

k 

<  M 


00  «  »      Mft 

n+1  Y 


Wir  finden  demnach  für  den  absoluten  feetrag  unseres  Integrals  die  Un- 
gleichung 

/•     I  t  |"+i        1 
|a^i+"/e'^/?„(/)r»   i<ii  1    <x-"      M\-   \      —  [ft^^e-^dT  \ , 

J       \a 


<  x« 


M    r\  T 

a"+V  [x 


1  — 

|n+l 

1  — 


r  1  '  ' 


\ax 


Hierbei  ist  vorausgesetzt,  daß  die  Ungleichung  \t\  <a  auf  der  Peripherie 
des  Kreises  C  besteht,  d.  h.  daß  p  <  a  sei.  Wenn  t  innerhalb  oder  auf 
der  Peripherie  von  C  liegt,  d.  h.  wenn  \i\^p  ist,  hat  man  \'^\-^px,  also 

1  1 

P 


1  — 


T 

ax\ 


1— ' 


und  folglich 


Lpa.  +  n   /  e^Rn{t)t"^^Ht 


1    M 


a;a'»+^  p 


j  f«i+"e-Tdr  I 
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Die  Intogration  in  der  r-Ebene  kann,  ohne  den  Wert  des  Integrals  zu 
ändern,  statt  über  den  Kreis  Ä  über  irgendeine  vom  Punkte  r  =  px 
ausgehende  und  den  (Punkt  r  =  0  einschließende  geschlossene  Kurve 
erstreckt  werden,  da  ja  die  unter  dem  Integralzeichen  stehende  Funk- 
tion (~~'^T"^'~^  n,A —  ,1    im    Innern    von    A'    nur  den   einzigen  singulären 

Punkt  T  =  0  besitzt.  Wir  ersetzen  also  A'  durch  eine  von  r  —  px  aus- 
gehende um  7  =  0  herumgelegte  Schleife  /:,  die  von  r  =  px  längs  der 
reellen  positiven  r-Achse  bis  dicht  an  r  =  0  herangeht,  diesen  Punkt 
in  einem  unendlich  kleinen  Kreise  im  positiven  Sinne  umschließt  und 
wieder  längs  der  reellen  t- Achse  nach  px  zurückkehrt.  Die  durchge- 
führten Abschätzungen  bleiben  auch  für  diesen  Integrationsweg  /r  gültig. 
Nehmen  wir  n  so  groß,  daß  der  reelle  Teil  von 

Ol  +  n  +  1 
positiv  ist,   so  bleibt  das  Integral 

/'JT«i+"e— ^r/f 
im  Punkten  =  0  endlich  und  verschwindet  demnach,  wenn  man  es  über 
den    unendlich  kleinen  Kreis  um  r=0  erstreckt;  wir  haben  folglich 

k  ö 

also  lautet  unsere  Ungleichung 

\         \       M  \ 

I  x«i+«  Ae«-^ Rn (i)  ^'1— '  rff '  < ,x-, 2   /■^Vi+ "  e-^di . 

a 
Wir  untersuchen  nun  den  Grenzwert  der  rechten  Seite,  wenn  .r  als  positive 
reelle  Größe  ins  Unendliche  geht.     Zunächst  ist 

lim/    T"i+^e^'  dr  = /"'r«i+"e    »^rfr  =  r{ai  +  /?  +  1) 
0  6 

(wir  sehen,  beiläufig  bemerkt,  daß  die  Beschränkung,  die  wir  der  Zaiil  n 
auferlegt  haben,  unwesentlich  ist,  sie  wurde  nur  gemacht,  um  den  Grenz- 
übergang bequemer  vollziehen  zu  können);  die  übrigen  konstanten  Fak- 
toren der  rechten  Seite  sind  endlich,  .t~'  verschwindet,  also  ist  der  Grenz- 
wert gleich  Null.  d.  li.  wir  haben  als  erstes  Resultat 

(47)  lim  .T''l+"y>"^/?„(0^'»~'  dt  =0  . 

b 

Es  folgt  nun  die  Untersuchung  der  auf  die  geradlinigen  Teile  von 

k-i  bezüglichen  Integrale  auf  der  rechten  Seite  von  (45).     Für  diese  gilt 

die  Ungleichung  \t\<a  nicht,   wir    müssen   folglich  H„{t)  direkt   durch 

H„{t)   =   (f  +    y)a,-l_f /^./i 

V     0 
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definieren.     Wenn   y  innerhalb  des  Kreises  C  liegt,  so  ergibt    sich   (vgl. 
S.  27(0 

Hn(t)  =  e-^^'^.{t  +  y)«-.--i  — f/ti*, 

1-0 

wir  haben  also,  abgesehen  von  konstanten  Faktoren,  die  beiden  Integrale 

(I)  =  x«i+»/~"e^(«  +  y)«^-^i°i-irfi  , 

— p 

(II)  =  f/ta:«.+«/^*i««+i-ie'-'rfi 

zu  untersuchen.    Wir  beginnen  mit  (I). 

Für  hinreichend  große  Werte  von  t  ist  offenbar 

1  logi  1  <  I  M  ,    1  log  («  +  y)  1  <  1  M  , 
man  kann  folglich  eine  positive  Größe  h  stets  so  angeben,  daß 

1  logi'^i-i  {t  +  y)«2-i  1  <  Ä  1  f  1  , 
also 

I  f«>-»(i  +  y)"2-i  I  <  e''  '• 
ist.    In  dem  Integrale  (I)  ist  t  während  des  Verlaufs  der  Integration  reell 
negativ,  also 

1  f«i-l  {l  +  y)«2-i  1  <  e-^t 
und  folglich 

l(I)|<a;«i+«    J^'^  eH'-f^ydt 


{ix  —  äJ<=_oo        a;  —  h] 


Für  ein  hinreichend  großes  positiv  reelles  x  ist  a;  —  h  positiv,  also 
lim  e'f^-'O  =  0  , 

t-^ 00 

ebenso  ist 

g— p(x-A) 

lim  x''»+" r-  =  0 

X  —  h 

und  folglich 

(48)  lim(I)=0. 

Bei  der  Untersuchung  von  (II)  nehmen  wir  das  unter  dem  Summen- 
zeichen stehende  Integral 

—V 

und  führen  darin  wieder 

—  r  =  tx 
als  neue  Integrationsvariable  ein.    Das  Integral  wird  dann  gleich 

fi— *•( — l)ai+i-y       e-'^r«i+*— irfr  ; 

px 
Scblesioger,  Diflerentialgleichnngren.  \^ 
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rückt  X  als  positive  Größo  ins  Unendliche,  so  fällt  die  untere  Grenze  px 
mit  der  oberen  +  co  zusammen,  das  Integral  reduziert  sich  also  auf  den 
Grenzwert   seines  Elementes  für   %  =  px,   a:  =  -|-  oo,   und    wir   erhalten: 

lim  0;«»+",/       <'^i^-*--ie''rf/ 

V 

—  lim  (x»   '■'e  p^(px)«i+^    i( —  l)'-'i+')  =  0  , 
daraus  folgt  aber,  daü  auch 

(49)  lim  ( II )  =  0 

ist. 

Die  Gleichungen  (47),  (48),  (49)  ergeben  nunmehr,  daß  auch  die 
linke  Seite  der  Gleichung  (45)  der  Grenze  Null  zustrebt,  wf^nn  x  als  po- 
sitive Größe  ins  Unendliche  rückt,  und  damit  ist  die  Richtigkeit  der  Glei- 
cliung  (44)  bewiesen.  Wir  schreiben  diese  Gleichung  und  die  analoge  für 
»2  geltende  unter  Benutzung  des  in  der  Nr.  66  (S.  257)  eingeführten 
/(uchens  in   der   Form 

■r. 

e  -Vx«>Mi^(— l)«.(ß-^'"«x-  1)r(ai)2^(-  l)*/Aai(ai-f:1)-  ■  .  (fXi  +  A-— l)a;-*, 
e-'-.'rc«ew^^(_l)«.{e^^ma,__i)/-(a.^)l'(_-1)*g^.„^(a2+l).  .  .(a.3  4-Ä-— l).r    *-, 

A  =  0 

wo  die  g,  die  Koeffizienten  der  Entwicklung  von 

{t  +  c,  —  Ci)«i-i 

nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  t  bedeuten  (vgl.  die  Definition  der 
A,  Gleichung  (39),  S.  267). 


71.  Die  Bes  sei  sehe  Differentialgleichung'). 

Wir  wollen  nun  auf  Grund  der  Resultate  der  vorhergehenden  Num- 
niern  die  Theorie  einer  berühmten  und  für  die  Anwendungen  besonders 
wichtigen  Differentialgleichung  entvk'ickeln,  die  gewöhnlichdieBesselsche 
genannt  wird  und  die  folgende  Form  hat: 

dV       1  dJ       l         ri\ 

dx^^'xdx  '^'\^~xV      ~     ' 
hierin  möge  n  eine  beliebige  konstante  Größe  bedeuten,  für  liie  wir  ohne 
Beschränkung  der  Allgemeinheit  voraussetzen  können,  daß  ihr  reeller  Ti'il 
nicht  negativ  ist. 

^)  L.  Euler,  Novi  commentarü  Acad.  Petropolit.  Bd.  X  (17G4)  17HH.  S  24:? . 
.].  Fourier,  Theorie  de  la  chaleur  (1822).  S.  369;  Fr.  W  Bessel.  Abhandl.  der 
Borl.  Akademie  1824.  Vgl.  nebst  den  S.  257  zitierten  Autoren  auch  C  .lordan. 
(^ouTS  111  (1887),  S.  255  ff. 
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Setzten   wir' 

J  =  X"U  , 

Sil  ciyibt  sich  liic  (/  die  DifTorentialgleichung 

(50)  .,.j;,:  +  (2.  +  1)f^  +  »=0, 

<li('  aus  (Irr  Dillcrciitialgloichung   (30)    (S.   260)    hfrvorgeht,    indem    man 
dasolbst 

f„  r^  1  ,    f ,  =  0  ,    f^„  -  0  ,    ($1  =  2n  +  1 
Jiimmt.     Die  DiftVrontialgleichiing  (50)  besitzt  ein  ganzes  transzendentes 
Integral,  und  eines,  das  eine  ganze  transzendente  Funktion,  multipliziert 
mit 

.x-i    <?.  =x~'^", 
ist.     l)i('  cliarakteri^tische  Gleichung  lautet  jetzt 

wir  haben  also 

und 

_  2«  +  1  2n-\-  l 

«1  -       2       '     "2  -        2       • 

Die  Integrale  Uj,  ^2  haben  demnach  die  Form  (vgl.  S.  265): 

.  2«-! 

u^  ^  j  e'^iz^  +1)    2    dz, 

211—1 

u^  =  j  e^^{z"  +  1)    -^    dz. 
Die  Koeffizienten  /^.  ergeben  sich  durch  Aufstellung  der  Entwicklung  von 

2n— 1 

(^  +  y)«'-i  =  (i  +  2i)   2 

_     2n— l/2n— 1       \  /2n— 1 


1.2...* 


v^Ai_4::^_i_z_i(2i,-.  -V, 


A=0 

/        (2n-l)(2/i-.3)...(2n-2A:  +  1)      ./'V'-^ 

die  gt  unterscheiden  sich  von  den  f^  nur  durch  das  Vorzeichen  von  i.    In- 
dem wir  noch  beachten,  daß 

e27iia,  —  l  —  e7ii(2n+l)  —  \  =  —  (1  _|.  e2Tin)  ^ 

71» 

—  1  =  e»"  ,    i  =  e2  ^ 
ist,  finden  wir  die  asymptotische  Darstellung 

2n-|-l  _'"7„_L^  „_1 

a;  2    e-xi  ^^  ^^  e    2~  V    -V  (1  -|-  e«"'")  2**    5  ^^(n  -f  |) . 

"  18* 
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4,  4/12—1    4n2  — 9        4n2— {2Ä— 1)2       (2ü;)-^ 

^(— ^)*       4       ■        4        •••  4  ■  1.2...Ä:  ' 

und  analog  : 

X2e«„,2^g2'  2;(l   +  g2«i«)2        2/-(n  +  J). 

"  4n2— 1   4n2  — 9        4w2— (2A  — 1)2     (—  2tx)-* 

^  (—1)      -  4       •       4       •  ■  •  4  ■  i  .  2 .  . .  .  Ä  • 

Da  der  reelle  Teil   von  n  nicht  negativ,    also  der  reelle  Teil    von 

^^  jedenfalls  wesentlich  negativ  ist,  so  haben  wir 

_2h  +  1 

lim  g±**a;      2=0 

und  können  folglich  die  beiden  vorstehenden  asymptotischen  Ausdrücke 
im  Sinne  der  Definition  der  asymptotischen  Darstellung  (Nr.  66,  S.  257) 
auch  in  der  Form  schreiben: 

2n+ 1         „'LV— i^  — 1 


^(-1) 


x      2   e^e    2V     •2;(i  ^  g27,in)2     2  r(n  +  i)  . 
4n2  — 1   4n2  — 9  4n2_(2Ä  — 1)^       (2rx)-* 


4  4       4  1  .  2  .  .  .  ;c  ' 

*=o 

_2^H:i       'L'L^n  „1 

"  4n2  — 1   4/i2  — 9  4n2— (2^—1)2     (—  2ix)-^ 

^(— 1)*       ^      •       4       ....  4  '1.2....Ä- 

Wenn  n  die  Hälfte  einer  ungeraden  Zahl  ist,  so  brechen  die  hier  auf- 
tretenden Reihen  ab;  die  im  allgemeinen  divergenten  Ausdrücke  stellen 
also  in  diesem  Falle  wirkliche  Lösungen  der  Differentialgleichung  (50)  dar. 
Nun  ergibt  sich,  nach  Gleichung  (38)  (S.  266).  das  ganze  tran- 
szendente Integral  Ug  in  der  Form 

/  .,    .2n+n 

(51)      U3=(l  — e'"*    ''    )(ui— Ua)  =  (1  +  e2'^"')(Wi  — "2), 
so  daß  sich  aus  den  asymptotischen  Darstellungen  von  i/j,  u,  sofort  auch 
die  asymptotische  Darstellung  von  Ug  für  positive  reelle  sein*  große  Werte 
von  X  angeben  läßt.    Wir  stellen  vorerst  noch  die  beständig  konvergente 
Entwicklung  von  «3  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  x  auf. 

Wir  haben  (vgl.  S.  264) 

U3  =  [e-  (;:2  +  ^ )   2    dz  =  ^f,/  -^K--  -f  1 )" -  ;  dz  . 
(C-i)  *=°  c-o 

Bezeichnen  wir  durch  (i),  ( —  0  einfache  von  einem  beliebigen  nicht 
ßingulären  Punkte  aus  um  die  Punkte  i,  —  i  herumgelegte  Schleifen,  so 
ist  (vgl.  z.  B.  die  analoge  Umformung  S.  265,  266) 
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/z*(22  +  1)"    ''dz  -(1  +  e^'»"')  l/2'(z*  -f-  l)*^^  rfz—/2*(z''  -1-1  r  '^~dz\. 

V»,  -«)  (0  (-<) 

Setzt  man  in  dem  längs  ( —  i)  erstreckten  Integrale  — •  z  an  die  Stelle  von 
z,  80  ist  für  ein  gerades  k 

yV(z*  +  1)"  -i  dz  =  — yV(2*  -^  i)'*-Uz, 

(-0  (•)  ^ 

und  für  ein  ungerades  k 

/2*(Z2  +   1)"  -i  dz  =./V(z*  +  l)»-4rfz  . 
(^)  (i) 

Es  bleiben  also  in  dem  Ausdrucke  für  M3  nur  die  den  geraden  Werten  ron 
k  entsprechenden  Glieder  stehen,  d.  h.  wir  erhalten 

«3  -  (1  +  e'^"'")^(2^'),2  Jz2*(z2+  i)n-hdz. 
'"•^  (i) 

Machen  wir  in  dem  unter  dem  Summenzeichen  auftretenden  Inte- 
grale  die   Substitution 

z  =  it-  , 
so  wird 

2/z-^*-(z2  +   l)"-i  dz  =  (—  1)*   lyV—i  (1  —  T)"- ^T  , 

('»)  (1) 

wo  (1)  eine  um  den  Punkt  i  =  1  herumgelegte  einfache  Schleife  bedeutet. 
Nehmen  wir  zum  Ausgangspunkte  dieser  Schleife  den  Punkt  t  =  0  und 
setzen  voraus,  daß  der  reelle  Teil  von  «  -f- 1  wesentlich  positiv  ist,  so 
können  wir  das  über  die  Schleife  (1)  erstreckte  Integral  in  bekannter 
Weise  umformen: 

fjk-l  (1  _  T;)n-h  dt  =  f^  +  e-^^'(«-|)  /■" 
(1)  ö  i 

b 
=  (1  +  e2-'")  B{k  +  1,  n  +  i) 

=  (1  +  e^nin.  Mi  +  1)  ,,:ü +A-::i) 

^1  +  ^  ^  (n  -f  \){n  +  2) .  .  .  (^  +  ^)^U,^  +  2)- 
Wir  benutzen  nun  eine  Formel,  die  die  Betafunktion  durch  Gamma- 
funktionen  auszudrücken  lehrt  und  deren  Beweis  man  in  jedem  Lehr- 
buche der   Integralrechnung  findet: 

Hiernach  ist: 

^^^' '^  +  ^^  =  "T(nr+T)      ' 
oder,  da  nach  einer  bekannten  Formel  ^)  r(|)  =  Vn  ist, 


1)  Vgl.  Gauß  a.  a.  0.,  Werke  III,  S.  148. 
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Beachten  wir   ferner,   daß 

r{n  -{-  i)  '  {n  -\-  \)(n  +  2)  .  .  .  {n  -\-  k)  =  l\n  +  k  +  \)  ,     r{k  +  1)  =  /c  1 

ist,  so  erhalten  wir  endlich  für   m,  die  Reihendarstellung: 

U3 = (1  -1- .-")'.  I-  '■(« + i)  i'(-i)'(2r,-,, + 1),.|„  ^ , + ,) . 

Um   an   die   in    der    Liteiutnr   gebräuchlichen  For:iieln   anknüpfen 
zu  können,   setzen   wir : 

dann  ist  nacli  (51) 

M,  —  it» 

(1  4-  e2^"")il':T/'(«  +  D 

und  wir  können  also  die  asyn.ptotische  Darstellung  von  L  für  gioße 
positive  reelle  Werte  von  x  ohne  weiteres  angeben.  Man  findi  ■  nach 
einigen   einfachen  Umforntungen 

(/(^  a:    "    2   cos(      ^     .t  —  ar  j /^  -!-  sin  ( - -^- .Tc  —  .H  (7    , 

wo  P,   Q  die  divergenten  Reihen 

^   ~-  2!(2a;)2  '"■■■' 

a)2  —  n2 
<^=-        2.r        -'-••• 
bedeuten. 

Durch  Multiplikation  von    fj   nnt  j**  erhalten  wir  eine  Lösung  der 
Besselschen  Differentialgleichung.     Man  bezeichnet  den  Ausdruck 


r{k+  1) /■(/.• +  «+i)  12/       ' 


•M-)=--2^-^("')^ 


der  für  ein  positives  ganzzahliges  //  eine  ganze  transzendente  Funktion 
von  X  darstellt,  als  IJesselsche  odi'r  /ylindei-Funktjon  //-tep  (Ord- 
nung.    Ihre  asyjnpt(itisch(>  Darstellung  lautet: 

l/  2   1        /2n  +  1  \  ,  .    /2n  f  1  v 

(52)      ^„(aO.-'y^^^lcos^      J     7r-.rj/>    f-sin^       ,;       .r-.rj(,> 

und,  wenn  wir  uns  auf  die  erste  Annäherung  beschiänken,  d.  h.  /'  -  1, 
^  =  0  nehmen, 
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(53)  ./„(..)  -  \'l  «...  [       l(„    .  ^) 


oine  ForiiH'i,  dit-  in  den  Anwendungen  oft  benutzt  wird.' 

Kür  die  lies  sei  sehe  Funktion  erster  Ordnung  («  =  1 )  gibt  die 
Darsteliung  (F)2) 

(3   _      105  \    .    (371 

^\Sx        1024x3  "^  "7^'"\  4   ~' 

man   kann   daraus   eine   asymptotische   Beziehung   für   die    Nu  11  st  eilen 

von  ^i(j)  gewinnen.     Aus  ^,(A)  =-  0  folgt  nämlich 

(371        ,\             ,         .                           3            75 
c.otg^  ,^  -  Aj  =  tg(A-  (Ä-  +  .)^)^  -^  -I-  5J2A3 ^ 

wo  Ä-  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet.     Danach  ist 

(k  +  l).T~?.^  arctg (g^  -  5/1^3  +  . .  .] ^  g-^  _  ^|-^3  +     .  . . 

also 

,        .  V        3  21 

Aw.^(M-i)-8;i  +  128A3 • 

Diese  Formel  ist  von  F.  A.  Hansen  1843  veröffentlicht  worden  ');  sie 
findet  sich  aber  schon  im  „Tagebuch"'  von  Gauß  mit  dem  Datum  des 
16.  Oktober  1797'^),  woraus  sich  scliließen  läßt,  daß  Gauß  zu  dieser 
Zeit  die  asymptotische  Darstellung  von  Ji{x)  gekannt  hat.  Zum  ersten 
Male  bekanntgemacht  hat  die  asymptotische  Darstellung  für  Ji{x)  wohl 
Hansen  a.a.O.,  für  Jq{x)  findet  sie  sich  1823  bei  S.  D.  Poisson^). 
Für  X  =  00  reduziert  sich  die  Differentialgleichung  (50)  auf 

(54)  2^  +  «  =  0  , 

deren  allgemeines  Integral  durch  (jsin  {x -{- C2)  mit  den  willkürlichen 
Konstanten  r,,  c,  gegeben  wird.  Wir  sehen  aus  den  abgeleiteten  asym- 
ptotischen Darstellungen  von  m^,  U2,  daß  im  Sinne  der  Auseinandersetzungen 
am  ScliluB  der  Nr.  66  die  Lösungen  von  (50)  in  der  Tat  für  große  Werte 
von  X  asymptotisch  durch  die  Lösungen  von  (54)  dargestellt  werden. 
In  einer  Abhandlung  aus  dem  Jahre  1913  hat  P.  Boutroux  *)  aus  diesem 
asymptotischen    Verhalten   der    ßesselschen   Funktion  tiefgehende    Fol- 

1)  P.  A.  Hansen,  Ermittlung  der  absoluten  Störungen  etc.,  Gotha  1843. 
S.  115,  116. 

*)  C.  F.  Gauß.  Werke.  Bd.  X,  (1917),  S.  525,  vgl.  ebenda  die  Anmerkungen 
S.  388,  389. 

3)  S.  D.  Poisson,  Journal  de  lEcole  Poljt.  19  (1823),  S.  249. 

^)  P.  Boutroux.  Annales  de  l'Ecole  Normale  superieure,  30,  S.  255 ff. 
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gerungen  gezogen,  die  um  so  bemerkenswerter  sind,  als  sie  sich  auf  ali- 
gemeinere Funktionsklassen  erweitern  lassen.  Wir  kommen  auf  diese 
Fragestellungen  im  folgenden  Kapitel  (Nr.  80)  zurück. 

In  bezug  auf  die  Besselsche  Differentialgleichung  bemerken  wir 
noch,  daß,  da  diese  Gleichung  ungeändert  bleibt,  wenn  man  —  n  an  die 
Stelle  von  n  setzt,  auch  /_„(a;)  eine  Lösung  von  ihr  darstellt.  Wenn 
n  keine  ganze  Zahl  ist,  so  bilden 

Jn{x),      J-n{x) 

ein  Fundamentalsystem;  dagegen  unterscheiden  sich  diese  beiden  Inte- 
grale im  Falle  eines  ganzzahligen  n  nur  durch  den  konstanten  Faktor 
(—1)".  Die  Wurzeln  der  zu  x  =  0  gehörigen  determinierenden  Funda- 
mentalgleichung der  Besselschen  Differentialgleichung  sind  n  und  —  n, 
der  Fall,  wo  n  eine  ganze  Zahl  ist,  zeigt  also  nach  der  allgemeinen  Theorie 
an,  daß  nur  zu  dem  Exponenten  |  n  j  ein  in  Reihenform  darstellbares 
Integral,  nämlich  J\n\{x)  gehört,  während  das  zweite  Element  des  kano- 
nischen Fundamentalsystems  einen  Logarithn\us  enthält.  Man  vergleiche 
Näheres  über  dieses  zweite  Integral  z.  B.  bei  E.  Heine  ^),  C.  Neumann-) 
und    N.    Nielsen  ^). 

72.  Darstellung    der  Lösuugen    der    Laplac eschen  Differential- 
gleichung durch  Fakultätenreihen. 

Für  die  Lösungen  der  Laplac  eschen  Differentialgleichung  (30), 
Nr.  67  haben  wir  mit  Hilfe  ihrer  Ausdrücke  durch  die  Laplaceschen 
Integrale  die  nach  fallenden  Potenzen  von  x  fortscli  eitenden,  diver- 
genten Entwicklungen  hergestellt  und  nachgewiesen,  daß  diese  Ent- 
wicklungen eine  asymptotische  Darstellung  jener  Lösungen  liefern.  Eg 
ist  aber  möglich,  wie  Hörn*)  allgemein  gezeigt  hat,  an  die  Stelle  der 
divergenten  Potenzreihen,  die  linearen  Differentialgleichungen  genügen, 
konvergente,  sogenannte  Fakultätenreihen  treten  zu  lassen,  d.  h. 
Reihen  von  der  Form 

"""  +   a;  +  x{xV^)  ^  x(x+\){x  +  'l)^  '"^"^  '^  '  ' 
wo  die  ÜQ,  tti,  «25  •  •  •  konstante  Koeffizienten  bedeuten.    Eine  solche  Reihe 
hat  die  bemerkenswerte  Eigenschaft,  daß  sie,  wenn  sie  für  x  —  x^  kon- 
vergiert, auch  für  jedes  x  konvergiert,  dessen  reeller  Teil  größer  ist  als 
der  reelle  Teil  von  Xq,  d.  h.  daß  ihr  Konvergenzgebiet  stets  eine  Halb- 

1)  E.  Heine,  Handbuch  der  Kugelfunktionen  1  (1878).  S.  190  ff. 
^)  C.  Neu  mann,  Theorie  der  Besselschen  F-  iktionen  (1869). 
^)  N.  Nielsen,  Handbuch  der  Theorie  der  Zylinderfunktionen,  Leipzig  1904. 
*)  J.  Hörn,  Mathem.  An  .alen  Bd.  71  (1911).  S.  510:  vgl.  Watson.  Rendi- 
conti  del  Circ.  mat  di  Palermo  34  (1912),  S.  41. 
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ebene  ist,  die  rechts  von  einer  zur  reellen  Achse  senkrechten  Geraden  liegt. 
Wir  werden  in»  folgenden*)  nichts  aus  der  Theorie  der  Fakuitätenreihen 
als  bekannt  voraussetzen,  knüpfen  vielmehr  unmittelbar  an  die  Integral- 
darstellung 


(55) 


Mj   =  /'C-'^(C  C^)««   -^(2  —  02)"'^^  dz 


der  Lösung  u^  der  Differentialgleichung   (30)  an,  wie  sie  in  der   Nr.  68 
gegeben  worden  ist. 

Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  für  die  Funktion 
(r(2)  =  (2  —  Ci)«»-i(2  —  Cz)"*-^ 
eine  Reihenentwicklung  zu  finden,  die  für  den  ganzen  Integrationsweg  ij 
konvergiert.  Dabei  denken  wir  uns  /^  jetzt  in  folgender  Weise  gelegt. 
Von  dem  Punkte  c^  der  z-Ebene  aus  sei  ein  Halbstrahl  s  nach  dem  Un- 
endlichen gelegt,  der  mit  der  positiven  reellen  Achse  den  Winkel  0  bildet, 
und  der  nicht  durch  c^  hindurchgeht.  Der  Weg  l^  durchläuft  dann  vom 
Unendlichen  kommend  den  Halbstrahl  s  bis  dicht  vor  c^,  umkreist  q  im 
positiven  Sinne  und  kehrt  längs  s  wieder  nach  dem  Unendlichen  zurück. 
Das  Integral  (55)  hat  dann  (siehe  Nr.  68,  S.265)  einen  Sinn  und  stellt  eine 
Lösung  der  Differentialgleichung  (30)  dar,  wenn  für  hinreichend  große 
Werte  von  z  9t('-'^')  <  0  2)  ist,  d.h.  also  wenn 

(56)  m{ei(>x)<0. 

Wir  denken  uns  nun  um  den  Halb- 
strahl s  und  seine  Verlängerung  als 
Mittellinie  einen  Parallelstreifen  ge- 
legt, der  den  Punkt  c^  nicht  enthält 
(Fig.  4) ;  dies  wird  erreicht,  wenn  die 
halbe  Breite  dieses  Streifens  —  die 
wir  y  nennen  wollen  —  kleiner  ge- 
wählt wird  als  ^((Ca  —  q)  e"'''). 
Durch  die  Funktion 

z  —  c,  =  /c  log  f ,    k  =  —  "^  ßf '  , 

TT  — 

wird  unser  Parallelstreifen  auf  die 
längs  der  negativen  reellen  ^Achse 
aufgeschnittene  ^Ebene  abgebildet- 
dem  Punkte  z  =  c^  entspricht  ^  —  1,  •  Fig.  4 

*}  Die  folgende  Darstellung  schließt  sich  an  Hörn.  Math.  Zeitschrift  8(1920), 
S.  100 ff.  undF.Nevanlinna,  Zur  Theorie  der  asymptotischen  Potenzreihen,  Disser- 
tation, Helsingfors  1918  an;  vgl.  auch  die  z.  Z.  im  Druck  befindliche  Arbeit  von  J.  H  0  ra  , 
Ziu-  Theorie  der  nichtlinearen  Differentialgleichungen,   Math.   Zeitschrift  13  (1922). 

-)  9i(a)  bedeutet  den  reellen  Teil,  ^(a)  den  Koeffizienten  von  i  der  kom- 
plexen Größe  a. 
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2  z=  oo  entspricht  /  ^  0,  doiii  Halbstrahl  s  entspricht  also  das  .Stück 
(0.  .  .  1)  d(!r  reellen  /-Achse.  JJem  um  t  =  \  als  Mittelpunkt  mit  dem 
Halbmesser  1  beschriebenen  Kreise  K  der  /-Ebene  entspricht  folglich 
ein  Gebiet  G  der  z-Ehonc  <las  v  ganz  in  seinem  Innern  ^'nthält.  Di«' 
Funktion 

(p(t)  =  w{k  log  /  -}-  fi)  =  {k  log  t)"i-Hk  log  /  -;-  Ci  —  oa)".-! 

hat  in  K  die  singulären  Stellen  /  =  0,  ./  =  1;  durch  Multiplikation  mit 
(1  —  t)^~"i  wird  die  Singularität  bei  /  =  1  beseitigt,  und  man  erhält  die 
innerhalb  des   Kreises   A'  konvergente   Entwicklung 

y  =  0 

Im  Punkte  /  =0  verhält  sich  «y  (/)  wie  die  (Oj  ^  a^ — 2)-le  Potenz  von 
log/;  multipliziert  man  also  '/^(/)(l  —  /)^~"'  mit  t',  wo  f  eine  behebig 
kleine  positive  Zahl  bedeutet,  so  bleibt  dieses  Produkt  in  /  ==  0  und 
damit  im  Innern  und  auf  der  Peripherie  des  Kreises  A'  beschränkt. 
Das  gleiche  gilt   für  den  Ausdruck 

(.57a)   '!,[cp(t)(\-iy-''\  =--r(v-;  i)/v+i  d-o-- 

weim  man  ihn  mit  /^+'  multipliziert;  d.h.  es  gibt  für  jedes  vorgeschrie- 
bene positive  e  eine  positive  Zahl  (5,  so  dai.*  im  Innern  und  auf  der  Peri- 
pherie von  A 

ist.  Um  eine  Abschätzung  für  die  Koeffizienten  h^  der  Entwicklung  (57) 
vornehmen  zu  können,  bilden  wij-  den  Ausdruck 

dann   ist  innerhalb   und   auf  dem   Kande  von    A 

(58)  ;  (/»(Z)  \  <  d  \t  ;*-! 

und  man  hat  innerhalb  Ä  eine  Entwicklung  von  der  Korm 

(59)  y(/)  =  f  p.(l-/)^ 

Da  nun 

"^  '■'    i'lh'     -t-    II   \\ 

ist,  so  zeigt  die  Vergleichung  dieser  Entwicklung  mit  {57a),  daß 
(60)  (r  1    1  )/>.+  ,  =k[^''^^~^]p.-. 
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ist.     Aus  (59)  l'ojgt  aber  nach  der  (!a iichy schon  IntpgraJfonin'l 

1    /'  +  " 

— .1 
also,  da  nach  (58) 

\y)(i-\-  e" )  I  -  ö\\   f  f'  i'-i  =d\2  cos  ^^  | 

ist, 

d    /*  +  "  T  |*-i 

I 
und   nach  (60) 

(VI  1)1*.., IS, Aj     (200^2}    är^rj    +;      ). 

— n 

Setzen  wir 

27rJ       12COS2'      rfr  =  p 

und  beachten,  daß 

';/2e  +  "  —  1  \      /^£  +  v\      /'(2e  +  v  r  1) 
,io\  /^         )-\      V     j-v!/'(2£  +  l) 

ist,  so  haben  wir  also 

I     ,    IM/.       ,^p/'(2£  +  j;+l) 

(.-i-i)|Ui|£.    ,ry.(2TT~i)~ 

und  damit   für  b^  die  Abschätzung 

(61)  l*^l^v!iY2£  +  l)- 

Führt  man  in  dem   Integral   (55)  durch  die  Gleichung 

z  — •  ('1  —  k  log  t 
die  neue  Integrationsveränderliche  t  ein,  und  bezeichnet    mit  X  den  dem 
,Wege  /j  in  der  2-Ebene  entsprechenden  Weg  in  der  ^Ebene,  so  erhält  man 

(55a)  Ml  =  kei\l'l^'^-'^(p{l)dt  , 

}. 

dabei  geht  X  vom  Punkte  /  =  0  aus,   läuft  längs  der  reellen  ^Achse  bis 

kurz  vor  den  Punkt  l  —  1,  umkreist  diesen  im  positiven  Sinne  und  kehrt 

wieder  längs  der  reellen  ^Achse  nach  t  =  0  zurück.     Wir    können  also 

in  (55a)  für  <p{t)  seine  Entwicklung  (57)  einsetzen  und  finden 

(62)  Wi  =  ke^^  I  Sb.,{i  —  t)"i+-~^t>'''--i-dl  . 

J  >=o 

Die  unter  dem  Integralzeichen  stehende  Reihe  konvergiert  gleichmäßig, 
wenn  \t  —  1  |  <  1  ist,  also  auf  der  reellen  ^Achse  für  0  <  i  <  2,  oder  wenn 
/y  eine   beliebig  kleine  positive  Zahl  ist,  für  ry  ^  f  <  2.     Wenn  wir   also 
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den  Integrationsweg,  statt  im  Punkte  ^  =  0,  im  Punkte  t  ==  rj  ansetzen 
und  endigen  lasseii,  kann  die  Integration  gliedweise  ausgeführt  werden. 
Den  so  abgeänderten  Integrationsweg  bezeichnen  wir  mit  X^,  dann  ist  also 


dt. 


"n  n 

Nun  hatten  wir  vorausgesetzt  (Gl.  (56)),  daß  9t(e'^a:)  <0  ist;  daraus 
folgt  Sa{kx)  >  0.  Wir  können  ferner  n  so  groß  wählen,  daß  '^{a^  -f-  n)  >  0 
ist,  dann  wird   (vgl.   Nr.  59,   S.  234)  f ür  v  ^  n 

(64)    /(l  —  tYy--^^-~^l''-^-^dt  =  (1  —  eznia,)/^  (1  —  i)«i+'^i<*^^idf 


Es  ist  aber 


.1 

f 


^y\i  _  f )«(«.+.  )-i<3{(Ax)-i^^ 

0 

^  ß(9t(ai  +  v),  «R(/cx))  , 
also  mit  Rücksicht  auf  (61)  und  (64) 

wo  C  eine  Konstante  bedeutet,  für  die  |  1  —  gä/uai  j  ^  q    ^^^^  wenn  wir 
die    Bei,afunktion    durch  Gammafunktionen    darstellen    (Nr.  71,  S.  277), 

Nun  ist  nach  einer  bekannten  Formel  ^) 

f\z)  —  hm     /,4V         ,     , — r 
^  ^      „-.oc-(^+  1)  •  ••(z  +  w) 

oder  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (43)  (S.  269) 

wir  können  also  die  rechte  Seite  der  Ungleichung   (65)  ersetzen  durch 

Daraus   folgt,  daß   die    Reihe 

(66 )  f  6 .  /  ( 1  —  0"^+  '-^  '*'-'  dt 

^=0  ;^ 


•)  Vgl.  GauB,  a.  a.  0..  Werke  III,  S    14.'). 
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unbedingt  und  gleichmäßig  konvergiert  für  alle  Werto  von  ri^  die  dem 
Intervall    0  ^  »;  <  1    angehören,    wenn 

le  —  SRikx)  <0 

ist.  Die  letztere  Bedingung  ist  aber,  da  e  beliebig  klein  sein  sollte,  wegen 
91  (/rx)  >  0  sicher  erfüllt.  Die  Reihe  (66)  stellt  demnach  eine  in  dem 
Intervall  0  ^  »^  <  1  stetige  Funktion  von  rj  dar,  die  Gleichung  (63)  gilt 
folglich  auch  noch  für  yy  =  0 ,  d.h.  wenn  die  Integrale  über  den  Weg  A 
erstreckt  werden.  Wir  können  also  in  (62)  gliedweise  integrieren  und 
erhalten  dann,  nach  oft  angewandten  Umformungen,  für  Uj  die  Reihe 

oder 

.    -const  e.-     ^-^^--   f    ^    A«i(ax  +  !)_■  ■  ■  («x  +  v  -_A)  ,  .__, 
Ml  -  consi.        ^^^^  ^  ^^^  ^^^  ^^^  ai)(Äx+  ai+  1).. .  (Äx-f-  a^+ v  —  iy 

also  eine  Fakultätenreihe,  von  der  feststeht,  daß  sie  für  SR{e'^x)<:  0 
unbedingt  konvergiert. 

Eine  analoge   Darstellung  kann  natürlich    auch  für   u^   angegeben 
werden. 


Neuntes    Kapitel. 

Verallgemeinerungen.    Paranietrale  Probleme 

7o.   Differentialsysteme   für   n    Unbekannte.      Intesrrodifferential 

j^leichunjsren. 

Die  Betrachtungen,  die  wir  im  fünften  und  sechsten  Kapitel  für 
Systeme  von  zwei  linearen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  mit 
zwei  unhekannten  Funktionen  rnit  Hilfe  des  Matrizenkalküls  angestellt 
haben,  lassen  eine  Verallgemeinerung  auf  den  Fall  eines  linearen  DifTe- 
rentialsystems  mit  beliebig  vielen  Unbekannten  zu.  Hat  man  ein  solches 
System  für  n  unbekannte  Funktionen 

(A)  X^  ^;.:?i^'""'  ^*^^'^ "' 

so  wird  sein  Inhalt  durch  eine  Integralmatrix 

y  =  { 

Xljnl  ■   ■  ■  ynn 

vollständig  erschöpft,  deren  Elemente  den  Gleichungen 

diiik  ^ 

(A')  -    =-E^y.,a,,  (,..^1.2...  n 

genügen.  Man  hat  also,  um  die  gedachte  Verallgemeinerung  vorzu- 
nehnum,  nur  den  Begriff  der  Matrix  dahin  zu  erweitern,  daß  eine  Matrix 
als  Zusanunenfassung  nicht  von  vier,  sondern  von  n-  Elementen  gelten  soll, 
und  dann  für  solche  Matrizen  die  Operationen  der  Addition  und  Kom- 
position z\i  erklären.  In  sinngemäßer  Übertragung  der  für  n  =  1  be- 
nutzten Bezeichnungen  wird  also  A  -{-  B  die  Matrix  bezeichnen,  deren 
Elemente 

a,i-|-  bik  (.•.»=1.2.    -n) 

sind,  und  AB  die  Matrix,  deren  Elemente  durch  die  Kompositionsformeln 

n 

(1)  2"  auhik  (.  A-1.2 •' 

-1=1 

gegeben  werden.    Wenn  Ö,^   Null  oder  Eins  bedeutet,  je  nachdem  i  \   k 
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iulor  i  —  'i  ist,  licil.W  ilir  Matrix  mit  den  l']|iiiiriil  rn  d^  die  iMnfioitsmatrix 
/.  und  die  zu  .t  irivcrsc  Matrix  A~'  wird,  wenn  dir  J)t'tctiiiiriiint(!  |  A  | 
von  -4   von    Null   verschieden   ist,   durch  die    Bedingutigen 

.4.4-1  =  A-^A  =  I 
eindeutig  deliniert.  Die  Kird'ührung  des  Derivat ionssyinhols  D^Y  und 
lies  Produktionsintegrals  ei-ldlgt  dann  ebenso  wie  in  den  Nrn.  '.'>:>,  Mi, 
und  es  können  auch  die  Beweise  der  Integralexislenz  im  reellen  und  kom- 
plexen Gebiete  ohne  Schwierigkeiten  nuf  «leii  Fall  n  >  2  übertragen 
Winden.  .Man  hat  nur  d(Mi  Abschätzungssatz  für  die  h^leiuente  der  korn- 
ponierlen  Matrix  (Nr.  .-Il»,  S.  140)  den  Kom|)osit ionsformeln  (1)  ent- 
sprechend dahin  zu  fassen,  rl;il,5  die  Elemente  von  AB  und  ebenso  die 
von  BA  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  sind  als  riMN,  wenn  die 
Ungleichungen  |  cr,^.  |  <  M,  |  6,^1  <  N  für  /,  /»•  =  1,  2,  .  .  .,  n  gelten.  Dann 
ist  dit>  Verallgemeinerung  des  Mittehvertsatzes  (Nr.  36,  Schluß)  und  des 
Verfahrens  der  sukzessiven  Approximationen  (Nr.  37)  auch  ohne  weiteres 
gegeben.     Der   Jacobis<he  Satz   (Nr.  38)  lautet 

.-z   u 

\  y  \  ^  ,  )■(••)  1  e^"  *=' 
und  fiu-  die  Übertragung  der  Untersuchungen  über  das  qualitative  Ver- 
halten einer  Integralinatrix  in  der  Umgebung  eines  isolierten  singulären 
Punktes  x  =  er,  wo  die  Koeffizienten  a,^.  eindeutig  sind,  bedarf  es  nur 
noch  einiger  Bemerkungen  über  die  kanonische  Form  einer  Matrix  von 
//-  Elementen. 

Wenn  die  zu  der  Matrix  C  gehörige  Fundamejitalgleichung 

(2)  \C—I(o\=0 

(vgl.  Nr.  38)   n  verschiedene  Wurzeln    rf>, o)„   besitzt,   kann  C  ohne 

Schwierigkeit  in  die  Form 

/e.,0   •••   0  \ 

C  =  p-i  l  ^  '"■'  '"  ^  ]p 
\o  0  •  •  •  (ou  ' 
gesetzt  werden,  die  kanonische  Forni  enthält  also  in  diesem  P'alle  außer- 
halb der  ,, Diagonale"  lauter  Nullen.  Dagegen  erweist  sich  die  Unter- 
suchung der  Fälle,  wo  mehrfaclu^  Wurzeln  der  Fundamentalgleichung 
auftreten,  als  recht  umständlich.  Man  hat  dann  die  von  Weierstraß 
begründete  Theorie  der  Elernentarteiler  heranzuziehen,  deren  Darlegung 
uns  aber  hier  zu  weit  führen  würde  ^).  Es  genüge  zu  bemerken,  daß  beim 
Auftreten  mehrfacher  Wurzeln  in  der  kanonischen  Form  auch  die  Ele- 
mente, die  unmittelbar  unterhalb  der  Diagonalglieder  stehen,  von  Null 
verschieden  sein  können,  wie  es  ja  auch  für  w  =  2  vorkommt.   Wir  können 


')  Siehe  z.  B.   Horn.  Gewöhnl.  Differentialgleichimgen  (^1900).  S.  68 ff. 
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hier  um  so  eher  auf  die  ausführliche  Entwicklung  der  Elementarteiler- 
Iheorie  verzichten,  als  die  Integration  des  Cauchyschen  Systems  (vgl. 
Nr.  39) 

dx        2=1      X  —  a 

auch  für  ein  beliebiges  n  ganz  allgemein  durch  das  Symbol 

D  =  (x-a)Ä 
gegeben  wird,  und  die  kanonische  Form  einer  Matrix  C  nur  in  Betracht 
kommt,  wenn  es  sich  darum  handelt,  R  so  zu  bestimmen,  daß  die  Gleichung 

erfüllt  wird.  Wir  können  diese  Bestimmung  ohne  weiteres  durchführen^ 
wenn  die  Gleichung  (2)  lauter  verschiedene  Wurzeln  hat,  wir  haben  für 
n  =  2  auch  die  Unterschiede  vor  Augen,  die  das  Auftreten  mehrfacher 
Wurzeln  mit  sich  bringt,  und  begnügen  uns  im  allgemeinen  Falle  mit  der 
Angabe,  daß  die  Inversion  der  Matrizenfunktion  e^"'^  stets  möglich  ist. 
Dann  verläuft  alles  Weitere  ebenso  wie  für  «  =  2,  auch  die  Unter- 
suchung der  Stellen  der  Bestimmtheit,  der  kanonischen  Systeme,  endlich 
die  des  Fuchs  sehen  Typus  und  der  schlechthin  kanonischen  Systeme 
erfordert  keine  weiteren  Erläuterungen.  Nur  in  bezug  auf  die  Form  der 
Koeffizienten  einer  linearen  Differentialgleichung  n-ter  Ordnung  in  der 
Umgebung  einer  Stelle  a;  =  a,  wo  die  Integrale  nicht  unbestimmt  werden, 
woUen  wir  bemerken,  daß  sich  durch  vollständige  Induktion  (Schluß 
von  n  auf  n+  1)  ergibt,  daß  die  notwendige  und  hinreichende  Form 
allgemein  so  lautet  ^): 

dx"  ~^      X  —  a      rfa-«— '  '  "^    {x  —  a)" 

wo  ^1,  ^25  .  .  .  ,  ^)i  in  der  Umgebung  von  x  =  a  holomorphe  Funktionen 
bedeuten. 

Man  kann  die  eben  angedeutete  Verallgemeinerung  noch  weiter- 
führen, indem  man  nicht  bei  einem  endlichen  n  stehenbleibt,  sondern 
den  Grenzübergang  n  -^  ao  ausführt.  Das  kann  nun  in  zwiefacher 
Weise  geschehen.  Einmal  indem  man  n  als  ganze  Zahl  ins  Unendliche 
wachsen  läßt,  dann  kommt  man  zu  dem  Problem  eines  Systems 

dyk         ^ 

dx  ^   ?  yifl/i  (*='-2 «) 

von  abzählbar  unendlich  vielen  linearen  Differentialgleichungen  mit 
unendlich  vielen  Unbekannten,  einem  Problem,  das  besonders  H.  v.  Koch*) 
behandelt  hat.     Andererseits  kann  man  den  Grenzübergang  in  der  Weise 

')  Fuchs,  1868,  Werke.  1.  S.  212. 

■-')  H.  Y.  Koch.  Öfversigt.  Stockholm  .■>(;.  1899.  S.  395. 


I 
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aiisführon,  wio  es  Voltcrra  und  Frodliolin  getan  hab<'n,  um  von  tlt'ii 
Systemen  linearer  Gleichungen  mit  n  Unbekannten  zu  den  sogenannten 
Integralgleichungen  zu  gelangen.  Man  komnit  so  von  dem  linearen 
Differentialsysteni  zu  einer  Integrod  if  t'erentialgleichu  ng  und  /war 
von   dt'r    l'^orm    lA)   ausgehend    zu   <ler    Str(?ckengleichn  ng 

"^^S^^  =/^(xiA)a(a-|A,/f)(yA, 

0 

\(tn  der   Foriri    (A')   ausgehend   zu  der  Feldglejcjning 

0 

dabei  bedeutet  x  eine  komplexe  Veränderliche,  dagegen  sind  /,  /c,  A  reelle 
Veränderliche,  die  alle  Werte  zwischen  0  und  1  annehmen  und  hier  die 
St(»lle  der  Indizes  vertreten,  während  an  die  Stelle  der  von  1  bis  n  erstreck- 
ten Summen  die  von  0  bis  1  erstreckten  Integrale  getreten  sind.  DieTheorie 
dieser  Integrodifferentialgleichungen  ^)  erweist  sich  als  wichtig  bei  den 
Problemen  der  mathematischen  Physik,  die  mit  Vererbungseigenschaften 
(wie  magnetische  Hysteresis,  elastische  Nachwirkung)  verknüpft  sind  2); 
wir  werden  in  der  Nr.  76  ein  einfaches  Beispiel  solcher  Gleichungen  be- 
handeln und  bei  dieser  Gelegenheit  den  auszuführenden  Grenzübergang 
näher  erläutern.  Im  übrigen  begnügen  wir  uns  damit,  hier  auf  diese  aus- 
sichtsvolle  Theorie  hingewiesen  zu  haben,  deren  Bedeutung  sich  auch 
darin  kundtut,  daß  sie  offenbar  die  Theorie  der  linearen  DilTerential- 
systeme  sowohl  für  eine  endliche  als  auch  für  eine  abzählbar  nn^-ndliche 
Anzahl  von   unbekannten  Funktionen  als  Sonderfälle  umfaßt. 
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Dagegen  wollen  wir  eine  andere  Verallgemeinerung  des  Differential- 
systems (A')  besprechen,  zu  der  man  geführt  wird,  wenn  man  an  den 
Begriff  der  Art  bzw.  der  Klasse  (Nr.  48)  anknüpft.  Es  sei  Y  eine  Inte- 
gralmatrix des  Systems  (A),  von  dem  wir  voraussetzen  wollen,  daß  es 
zum  Fuchsschen  Typus  gehört,  und  es  bedeute Z  eine  mit  Y  zu  derselben 
Art  gehörige  Matrix,  so  daß  also 

(3)  Z  =  YG 

')  Siehe  V.  Volterra,  Le^ons  sur  les  fonctions  de  lignes,  Paris  1918,  Xill, 
Kap.  S.  189  ff.  und  Drei  Vorlesungen  über  neuere  Fortschritte  der  math.  Physik, 
Leipzig  und  Berlin  1914,  o.  Vorl.,  S.  166 ff. :  L.  Schlesinger,  Jahresbericht  der 
D.  M.-V.  24  (1915),  S.  84;  E.  Hilb,  Mathem.  Annalen  77.  1916.  .S.  Ö14;  T.  H. 
Hildebrandt,  Transactionsof  the  Am.  Math.  Sog.  18(1917),  S. 73 und  19  (1918),  S. 97. 

*)  Siehe  Volterra,  a.  a.  0. 

Schlesinger,  Differentialgleichungen.  If) 
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ist,  wo  C  eine  Matrix  rationaler  Funktionen  darstellt.  Z  ist  dann  eine 
Integi-alniatrix  des*  Systems 

^  dzk         v^     , 

(B)  ^f^  =   Lzib-,,.  (i  =  i.2,...,«) 

wo,  da  nach  der  Derivationstonnel   (D)  der  Nr.  39.   S.  157 

ist, 

(4)  B  -  r;-i  A(;  +  D,G 
gefunden  wird. 

Hai  man  umgekehrt  /Avei  Systeme  (A),  (B)  des  Fuciisschen  Typus 
und  sucht  die  Bcjdingungen  dafür,  daü  diese  beiden  Systeme  /u  derselben 
Art  gehören  sollen,  so  muß  eine  rationale  Matrix 

(:  =  )■   1  Z 
vorhanden  sein,  die  der  Gleichung  (4)  genügt.     Diese  Gleichung  schreibt 
sich,  wenn  man  beiderseits  von  links  her  mit  G  komponiert, 

{4a)  "^^l^GB-AG 

oder   in    nichtsymholischer    Form 

(5)  '^  =  Z  gixbu—  E  aag-,k,  (..  i-=i.2,...,  «> 
"'^       i.=i                /.  =  i 

also  als  ein  System  von  n^  linearen  Differentialgleichungen  für  die  n* 
Funktionen  g,A,  und  die  Bedingung,  daß  (A)  und  (B)  zu  derselben  Art 
gehören,  besteht  nun  darin,  daß  das  System  (.5)  ein  partikuläres  Lösungs- 
system  besitzt,   dessen   i^lemente  rationale  Funktionen  von  x  sind. 

Das  System  (5)  stellt  offenbar  eine  Verallgemeinerung  der  Systeme 
von  der  Forju  (A')  dar;  es  spielt  in  der  Theorie  der  linearen  Differential- 
systeme eine  überaus  wichtige  Rolle,  wir  wollen  uns  darum  etwas  ein- 
gehender juit  dieser  Art   von  Differentialsystemcn  beschäftigen. 

Setzt  man 

(6)  gtk=yjiZk, 
so  verwandelt  sich  (5)  in  das  System 

<hii  dZk  " 

dx  "*  "^  '^'  dx    "    _   ^ '''' "^  ^'^  ~  ^'^ '''  ^*^  '  ^'' '" '■ " "* 

das  offenbar  erfüllt  wird,  wenn  die  Z).  den  Gleichungen  (B)  und  dit^  r;, 
den  Gleichungen 

dt]i 

Genüge  leisten.  Um  die  Beziehung  herzustellen,  die  zwischen  dem  System 
(7)  und  dem  System  (A)  besteht,  betrachten  wir  eine  Integralmatrix  V 
von  (A)  und  setzen 


(7)  -^^^=-Eaam 
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(8)  y    1  -  //  . 

Dann  folgt,  wmn  wir   auf  bcidon  Sf^teti  der  Identität 

//  )     -   / 
(Jif   (U'iivint»'   Matrix    bilden, 

)-'/)JI)  4    Ih)   =0, 
w'(.»    0    oiiie    Matrix    bedeutet,    deren    sämtliche    Elemente    verschwinden, 
oder  mit    Rücksicht  auf  (8) 

ax 
K(»mpünieren  wir  diese  ClU'ichung  von  rechts  her  mit  //,  so  kommt 

rix 

oder 

(9)  rf^    = -.2^  aar/u, 

d.  h.  die  Funktionen  y\^^  genügen  dem  Systejn    (7).    Setzen  wir  nun,  um 
die  gewohnten   Bezeichnungen  zu   erhalten, 

r/M-  =  t)jt, ,     a,k  ^  —  (Xki , 
so  verwandelt  sich  (9)  in 

die  Matrix   ^2)  ist   folglich  eine   Integralmatrix  des   Differentialsystems 

Man  nennt  dieses  System  das  zu  dem  System  (A)  adjungierte;  da 
die  Beziehung  an,  —  —  %,  die  die  Koeffizienten  der  Systeme  (A)  und 
{%)  initeinander  verknüpft,  offenbar  eine  gegenseitige  ist,  so  ist  auch 
umgekehrt  (A)  das  zu  dem  System  {91)  adjungierte.  Zwischen  je  zwei 
Integralmatrizen  eines  Systems  (A)  und  seines  adjungierten  (3()  besteht 
nach  dem  Vorhergehenden  die  folgende  Beziehung:  Ist  )'  eine  Integral- 
matrix von  (A)  und  macht  man  in  Y~^  die  Zeilen  zu  Spalten  und  die 
Spalten  zu  Zeilen,  so  ist  die  so  entstehende  Matrix  9)  eine  Integralmatrix 
des   adjungierten   Systems    {%). 

Wir  können  nun  ohne  Schwierigkeit  die  allgemeine  Lösung  des 
Differentialsystems  (5)  angeben.  Bedeutet  H  eine  Integralmatrix  von 
(7)  und  Z  eine  Integralmatrix  von  (B),  so  genügen  die  n^  Funktionen 

dem  System  (5).    Ebenso  bilden  aber  die  Elemente  der  Matrix 

(10)  G  -  HIZ  , 

wo  /'  eine  beliebige  konstante  Matrix   mit  nicht  verschwindender  Deter- 

19* 
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minante  bedeutet,  ein  Lösungssystem  von  (5),  da  die  g^^  sich  linear  und 
homogen  mit  konstanten  Koeffizienten  aus  den  Produkten  r/.^  Zß^  zu- 
sammensetzen. Wir  behaupten  aber,  daß  in  der  Form  (10)  das  allge- 
riieinsle  Lösungssystem  von  (5)  enthalten  ist.  Um  dies  nachzuweisen, 
nehmen  wir  an,  daß  die  gi^  irgendein  Lösungssystem  von  (5)  bedeuten, 
und  setzen  die  Gleichung  (10)  an.  Wir  müssen  dann  zeigen,  daß  die  so 
definierten  y^.  Konstanten  sind.  In  der  Tat  folgt  durch  Differentiation 
von   (10) 

dJÜ       dH  ..„        ,.dl'  ,,.dZ 


:ii)  dx=dx'^^^^'dx^^^'^dx 


Da  aber 


dH 
dx 

=  —  AH, 

dx 

ist,  so  folgt 

aus   (11) 

dG 

dx  ~ 

~AHrz  +  H 

%7.  +  HlZB 

Setzen  wir 

diesen  Ausdruck 

und  den 

Ausdruck 

(10) 

von 

G 

in 

(4a) 

ein 

so  erhalten 

wir 

dx 

=  0 

und  hierauf 

;   folgt,   da 

\n\ 

t  0.    \Z\ 

dr 

t  0  sind, 
0, 

was  zu  beweisen  war. 

75.    Theorie    der   adjungierteii    Syslenie.      Integration    des    voll- 
ständigen linearen  Differentialsystenis. 

Daß  die  in  der  vorigen  Nummer  gegebene  Definition  der  adjun- 
gierten  Systeme  die  der  adjungierten  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung, wie  sie  in  der  Nr.  56  eingeführt  wurde,  in  sich  begreift,  sieht  man 
sofort,  wenn  man  für  das  der  linearen  Differentialgleichung 

(12)  n"  +  qu'-\-  ru  =  0 


äquivalente  System 


das  adjungierte  System 


^y\ 


dx 


dx 


dx 

—  .72  < 

=  — 

-  ryi  —  <iy2 

dx 

==  r^h  . 

=  - 

-  l)i  +  9^2 
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Wildet.    Es  ergibt  sich  dann  für  tjj  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

dx'-    -  -  -  ^9«  dx     ' 

die  nichts  anderes  ist  als  die  adjungierte  von   (12)  im   Sinne  der  Nr.  56. 
Es  soll  nun  gezeigt  werden,  daß  man  auch  durch  ähnlich«;  Gedanken- 
gänge,  wie   die  in   der  Nr.  56  befolgten,    zu   den   adjungierten  Systemen 
gelangen  kann.    Wir  schreiben  dazu  das  System  (A)  in  der  Form 

(A )  dyt  —  (Ix  Z  yn  axk  =  0  (fc=i  2. ....«) 

/.=-i 

und  fragen  nach  dem   Vorgänge  von  Lagrange  und   Jacobi^),  ob  sich 

ein  System  von  Funktionen  //j,  .  .  .  ,  //„  so  angeben  läßt,  daß  der  Ausdruck 


r  fjk  (dyk  —  dx  E  yi  aik] 
/i-=i       \  i\         I 


das  vollständige  Differential  einer  Funktion  z  der  unabhängigen  Ver- 
änderlichen x,  z/i,  .  .  .  ,  y„  wird.  Falls  solche  Funktionen  ^^  vorhanden 
sind,  werden  wir  sie  als  Multiplikatoren  des  Systems  (A)  zu  bezeichnen 
haben. 

Wenn  man  in  der  identischen  Gleichung 

»  n 

d  E  jUkyk  =  E  {fXkdyk  +  ykdjUk) 

n      >i 

rechter  Hand  den  Ausdruck  dx  E  E i.t:^yiaik  addiert  und  subtrahiert, 
so   erhält   man  die  Gleichung 

d  E  fXkyk  =  E  fjik  [dyk  — ■  dx  E  yx  a^A  +  E  yk  du,;,  +  dxE   E  iikyi au 
A=i  A.=i      \  ;,=i'         /      /t=i  *=i2=i 

oder,  indem  man  in  der  letzten  Doppelsumme  die  Indizes  A-,  1  miteinander 

vertauscht, 

(13)    E   /bikidyk  —  dx  E  yi  axk\  +  /A  (rf^/t  +  dx  E  akifj,)]    =  d  E fXkyk , 

die  wir  als  Identität  von  Lagrange  bezeichnen  wollen.  Wählen 
wir  die  /Xj  so,  daß 

n 
(1^)  dUk-{-  dx  EttkljUl  =  0  (*=1.2,...n 

ist,   dann  ergibt   (13) 

»  /  n  \  n 

E /bthidyk  —  dx  Ey).ai,k]=^  d  E Myt; 
*=i      \  1=1         I        *=i 

die  so  gewählten  ^j,  .  .  .  ,  ^^„  sind  also  Multiplikatoren  und  befriedigen,  wie 

die  Gleichungen    (14)    zeigen,    das    adjungierte    Differentialsystem    {%). 

1)  C.  G.  J.  Jacobi,  Werke  IV,  S.  2.S6.  319 ff. 
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DfT  in  Ijr/.ijg  auf  die  ^/^  und  //^  völlig  symmetrische  Bau  der  Lagrange- 
schen Identiät  (13)  läßt  auch  sofort  erkennen,  daß  die  Beziehung  zwi- 
schen einem  System  (A)  und  seinem  adjungif-rten  C^l)  «'in«'  gegen- 
seitige  ist . 

Das  System  (A)  ist  mit  seim-m  adjungierten  (31)  <ldiin  und  nur 
(hinn  identisch,  wenn  a,^  =  —  fli,  ist,  <1.  h.  wenn  die  Koeffizientenmatrix 
A  eine  schiefsymmetrische  ist.  Solche  sich  seihst  adjimgierte  Systeme 
spielen   in  der  Variationsrechnung  eine   Rolle. 

Es  sei  }  eine  Integralmatrix  von  (A)  und  ) ""'  ^  //.  dann  ist.  wie 
wir  Xr.  74  gesehen  haben,  die  ., transponierte  Matrix"  ''Jl  von  JI,  d.  h. 
also  die  Matrix  der 

eine  Integralmatrix  von  (9().  Ebenso  ist,  wenn  '^)  eine  beliebige  Inte- 
gralmatrix von  (21)  bedeutet,  die  transponierte  Matrix  von  2)""^  eine 
Integralmatrix  von  (A).  Man  bezeichnet  )'  und  2)  als  adjungierte 
Int egralmal  rizt'n;  zwischen  ihren  Elementen  bestehen  die  Beziehungen 


(b) 


<;•) 


/.=  ! 
n 


Setzen  wir  in  der  Identität  von  Lagrange  1),^.  an  die  Stelle  von  //j,  so 
folgt 


i7  t)ik  dyk  —  dx  £  y^.  ö/t )  =  d  I  yt t).k , 
j-=i       \  /.  =  i  '.=1 

also  duieh  Integration 

"  /'    "-'       l  "  \ 

^  yt  t),i  =       1  l),i-  dyk  —  dx  H  ijk  aa-   ■ 

i-=l  J   /.■  =  !         \  l^x  j 

Multiplizieren   wir   diese   Gleichungen    mit   //,,^    und   summieren    in   bezug 
auf   i  =  1,  2,  .  .  .  ,  /?,   so   erhalten  wir 

E    y  ykyr.  IJik  =  A"  y;.         A'  \),k  I  din-  —  dx  1^  y,  aA 


und,  ila  mit   Rücksicht  auf  (b)  die  linke  Seite  gleich  2^ yi-d.^,.,   also  gleich 

t=i 

y.   'sL 


(.  =  1.2 


[\:^)  y,  =  1^  yi,  \   2'  X)ik  ( dyk  —  dx  1^  y,. aa  j . 

,=1      J  i-=i      \  ;.=i         / 

Diese  Gleichungen   sind    Identitäten,    imlHui   sie   fiir  jcdi's   bt-liebige 

Funkt ionspysfeui    ?/,,  ....  //„    gültig    bleiben. 
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Wir   iiiiiclifri    iiiiii   •'int'  Aiiwt'nduiii;  difsi-f    Idctil  itäl<'n   ;iiif  dif   Irilf- 
^'lalioii  dt's  vollstand  igen   (konipletlcn)  Dinr-iM-ntialsysteiiis 

dui-         ", 

{■!<>)  ,,        1^  uiank  -'r  fk{x),  (<  =  i,2 n) 

ax       ^^1 

wo   die   //((x)    tf(»g<'i)ori('    nidiiogt^ni'    FunktioruMi    von    x   bodoiiten    mögen. 

Setzen  wir  in  (!.">)  für  //, ?/„  das  allgemeine Lösungssystein  u^,   .  .  .  ,  w„ 

des  Systems  (16)  ein,  s(»  ergibt  sicli  für  dieses  Lösungssystem  die  Dar- 
stellung 

n  ■      /( 

(17)  u^  =  Z yr,  i    l\),kik-(x)((x;  (»'=1,2, ...,") 

das  allgemeine  [^ösungssystem  des  vollständigen  Systems  (16)  kann 
also  durch  ,, Quadraturen"  erhalten  worden,  wenn  eine  Integralmatrix  Y 
des  ,, verkürzten  Systems"  (A)  bekannt  ist.  Erstrecken  wir  die  Inte- 
grale in  (17)  alle  von  einem  und  demselben  regulären  Punkte  Xq  aus,  so 
erhalten  wir  diejenige  Lösung  des  vollständigen  Systems  (16),  deren 
sämtliche  Elemente  für  x  —  Xq  verschwinden;  man  bezeichnet  sie  als 
die  zu  X  ^  .Iq  gehörige  Hauptlösung.  VV'imn  wir  der  Deutlichkeit  wegen 
die  Integrationsveränderliche  mit  .?  bezeichnen,  so  haben  wir  für  die 
Hauptlösung  den  Ausdruck 


'I    II      II 


(17a)  u..=  j     E   i:y,.{x)\)ik{k)ik{^)d^ 

J    ,=1 k=i 


und  die  allgemeine  Lösung  des  Systeuis  (16)  wird  durch  die  Hauptlösung 
in   der    Form 

u.,  -[-  E  ayi; 
dargestellt,  wo  die  Cj,  .  .  .  ,  r„  willküiliclic   Konstanten  bedeuten. 


76.  Beispiel  einer  linearen  lnteü:ro(litferentialgleichung. 

Als  Beispiel  für  die  Integration  des  kompletten  Systems  wählen  wir 

(18)  '^^^  =  iux  ~  +  gk{x)  ,  (i==l,2.. ) 

wo  die  axi^  Konstanten,  die  gk{x)  monogene  Funktionen  von  x  bedeuten. 
Das  verkürzte  System 

ist  ein  Gauchysches,  es  besitzt  die  Integralmatrix 

(20)  Z=a:-i, 

und   weiui   wir  a,i.  ^=  —  a^.,    setzen,  so  ist  die  adjungierte  Intograltnatrix 
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Dio   zu   X  =  X(f  gehörige  Hauptlösung   des   vollständigen    Systems   lautet 
demnach 

•X     n 


Nun  ist  aber  lik  —  Cki  i  wenn  Cik  tüß  Elemente  von  Z   ^  bedeuten;  es  sind 
folglich 

n  n 

die  EleiDente  der  Matrix 


(21)  H'=Z(^)-iZ(x)=(^]" 
nv  finden 

(22)  u,  -  i    rwk.gk{^)di 

k  =  lJ 


und  wir  finden 


Wir  machen  nun,  indem  wir  n  ins  Unendliche  wachsen  lassen,  den 
Übergang  von  dem  Differentialsystem  (18)  zu  einer  Integrodifferentialglei- 
chung.  Dies  geschieht  in  folgender  Weise.  Die  Indizes  i,  k,  die  die  ganz- 
zahligen Werte  von  1  bis  n  annehmen,  werden  durch  stetige,  reelle  Ver- 
änderliche i,  k  ersetzt,  die  alle  Werte  des  Intervalls  von  0  bis  1  annehmen 
können.  In  einer  Matrix  A  ist  jedem  ganzzahligen  Wertepaar  (/',  k 
=  1,  2  ,  .  .  .  ,  n),  also  jedem  Punkte  eines  quadratischen  Zahlengitters, 
eine  Größe  a^^.  zugeordnet,  die  noch  eine  Funktion  von  x  sein  kann;  ent- 
sprechend verstehen  wir  unter  einem  Felde  A  die  Zuordnung  einer  Gröl.'e 
a(i,  Ä),  die  noch  eine  Funktion  von  x  sein  kann,  zu  jedem  Punkte  des 
Ouadrates  O^i^l,  O^Ä^l.  Wird  nur  die  eine  Veränderliche  i 
betrachtet,  also  jedem  Werte  des  Intervalls  O^/^l  eine  Größe  //(/) 
zugeordnet,  so  sprechen  wir  von  einer  Strecke.  Die  Elemente  eines  Feldes 
oder  einer  Strecke  denken  wir  uns  immer  als  stetige  Funktionen  der 
Veränderlichen  /,  k.  Ist  a{i,  k)  ein  Feld,  so  hai)en  wir  nach  der  Definition 
des  bestimmten  Integrals 

•1  .  'J,    /i       \    1 

a(i,  Ä:)rff  =  lim    E  a\     ,  A'  •  -  ,  io<t' u 

0 

in  diesem  Sinne  treten  an  die  Stelle  der  Summen  über  die  ganzzalüigen 
Werte  1,  2,  .  .  .  ,  n  eines  Index   Integrale  zwischen  den  Grenzen  0  und  1. 
Bedeutet  a{i,  k)  ein  konstantes^)  Feld,  und  setzt  man 

(23)  H«'")  =  '^*'  <•..-....... 

so  geht  für  n  -"  oo  das  DifTerentialsystem  (18)  über  in 


/' 


^)  d.  h,  von  X  unabhivngiges. 
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(la{x\k)        ,"'         ,    a{X,k)    ,, 
(18a)  '^J  j    »(.r|A)       ^       dX-\-g{x\k),  (0     .<i) 

6 

also  in  oine  Streckcnglcichurig  (vgl.  obon   S.  289)   und   entsprechend 

das   verkürzte   DilTerentialsystcin    (19)    in   die    verkürzte  oder   homogene 

Sl  reckengleichung 

,.in  X  dz(x\k)         ,-1   ^   , .    a(Ä,  k)    ,, 

(19a)  '^^      =  j    z{x\X)    '  ^       (1/..  (o<t^i) 

l)ie  Elemente  der  Integralniatrix  /  von  (19)  bezeichnen  wir,  um  den 
Cirenzübergang  vornehmen  zu  können,   mit 

(24)  Z(k   =  ^   IJik   +   <3,t  ,  (',  t     l,2,....n) 

so  daü  also  die  //,^.  dem   Differentialsystem 

(2o)  ^^    =-^-  +,£^'^^  (M-^.,2,...,„) 

genügen,  das  für  n  ^  od  in  die  Feldgleichung 

0 

id)ergeht.  Um  ein  Lösungsfeld  (entsprechend  der  Integralmatrix)  für 
diese  Gleichung  herzustellen,  beachten  wir,  daß  sich  aus  (20)  und  (24) 
für  die  Matrix    Y  die  Darstellung 

w.4  1oga;       1  {nA)^ [logx)^        1   (n^l)^  (loga;)^ 
""        ir     +  ^  2!  +  n2  3!  ^  "  ' 

ergibt.  Beim  Grenzübergang  verwandelt  sich  die  Matrix  riA  nach  (23) 
in  das  Feld  A  der  a{i,  k).  Ferner  sind  nach  der  Kompositionsgleichung  (1) 
die  Elemente  der  Matrix  («.4)^  durch 

I  naa  naxk  X% 

1 

dargestellt,  also  gibt       (nA)^  beim  Grenzübergang  das  Feld 
lim    Z      ai~  ,     I  ai  '  .  -]  =  |    a{i,  /,)  a{k.  k)  dX  , 

0 

1 
das  wir  mit  A-  bezeichnen;  weiter  wird  -^   (riA)-^  zu  dem  Felde 

•1  ■  1 
A^  =  j     i    a{i,  A)  a{A.jjL)  a{fi,  k)  dXd/u 

0       0 

usw.  —  Wir  erhalten  also  für  das  Lösungsfeld  I^der  Feldgleichung  (19b) 
die  Darstellung 

^logx       ^-(log^)^       A^ogx)^ 
-*-       1!      +         2!        ^        3!     "-+-•• 
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Das  Ff'ld 

r{l\a{'i,k))  =  f  ^"^^ 
y  - 1     *"  • 

nennen  wir  die  Volterrasche  Transzendente  *);  sie  spielt  in  der  Theorie 
der  IntegrodifTerentialgleichungen  die  analoge  Rolle  wie  die  Exponential- 
funktion, oder  genauer  wie  die  Funktion  e'  —  1  in  der  gewöhnlichen  Ana- 
lysis.     Iji  dieser  Bezeichnung  ist  also 

Y  =  r{\ogx\a{i,k)); 

durch  den  aualog«*ii  (irenzühergang  erhalten  wir  aus  der  durcli  du- 
Gleichung  (21)  definierten  Matrix   \V  das  Feld 


F^log  -^  ^  a{i,  k)] 


und  somit  aus  (22)  als  Hauptlösung  der  vollständigen  Streckengleichuug 
(18a)   die   Lösungsstrecke 

(26)      u(xyk)  -  ("    gi^lk)  +  ("^(.^1/)  F(log  "^    a{?.,k)jdX  , 


d^, 


von  der  man  sich  durch  Einsetzen  überzeugt,  daß  sie  die  Integrodifferen- 
lialgleichung   (18a)   tatsächhch  befriedigt. 

Das  Problem  des  Gleichgewichts  einer  isotropen  elastischen  Kugel 
unter  Berücksichtigung  der  Vererbung  (Heredität)  führt,  wie  Volterra-) 
gezeigt  hat,  auf  die  Integrodifferentialgleichung 


(27) 


dv{x\k) 
dx 


.'{x\k)  +  l\'{.v\Ä)''^\^^  rfA  +  /(.TiÄ-), 


wo  c  ebenso  wie  a{i,  k)  von  x  unabhängig  ist,  eine  Gleichung,  die  sich  von 


(18a)  nur  durch  das  Zusatzglied 


unterscheidet.    Setzt  man",  um  (27) 


auf    (18a)    zurückzuführen, 

i>{x\k)  =  cpix)  n{x\k),    oi^jr\k)  --=  ^^^^^^1 

und  läüt  Ji{x\k)  der  Gleichung  (18a)  genügen,  so  ergiiit  sidi  fiu-  <f  (x)  die 
Gleichung 

d(p{x)  c 

dx    =~,ri^)- 

also    <p(x)  —  x''''^   g{x\k)  =  x'^ f {x\k)    und   die  Lösung    von    (27)  t>rscheint 
in  der  Form 


S.   liKS. 


')  Siehe  z.H.  \'.  Volterra.  Lerons  srir  les  fonctions  de    lipnes.    i'aris   1}»13, 
-')  V.  Volterra.  Hendiconti  della  H.  .Acc.  dei  l.incei    IMld  1.  S.   lOTft. 
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■{r\k)  ^l  f\-[/(i-|Ä-)  -\-  f'f{x\X)v{\og^a{lk)^d?, 
III  (icf  SIC  .(lieh  von  WdtPiia  aiiijof^pbon  wordpn  ist. 


rf^, 


7  7.    Die    Fuiidaniontalsiibstitiitionen    in    ihrer    Abhäns^i^keit    von 
den  in  den  KoefKzienten  des  Ditt'erentials.vstems  enthaltenen  Para- 
metern.    Das  Hie  mann  sehe  Problem. 

Was  wir  in  ilen  Nrn.  47,  'i8  iibt-r  die  Bestimmung  der  Fiindaiiicntal- 
.siibstitutionen  eines  DifTerentialsys  eins  vom  Fuchssclien  Typus  aus- 
geführt haben,  bezog  sich  vorwiegend  auf  die  nu  merische  Berechnung 
ihrer  Elemente,  wenn  man  sich  die  Koeflizienten  des  DifTerentialsysteins 
numerisch  gegeben  denkt.  Beliaciitet  man  dagegen  die  in  diesen  Koel- 
lizienten  enthaltenen  Konstanten  als  veränderliche  Parameter,  so  kann 
man  fragen,  wie  die  Elemente  der  Fundamentalsubstitutionen  von  diesen 
l'aranietern  analytisch  abhängen.  Wir  wollen  im  folgenden  ein  schlecht- 
hin kanonisches  Differentialsystem  fiu-  n  unbekannte  Funktionen  zu- 
grunde legen,  dessen  sämtliche  singulare  Punkte  Oj,  ^2  ,  .  .  .  ,  a^,  oo  Ver- 
zweigungspunkte sind,  und  das  für  jeden  dieser  Punkte  die  Normalforni 
hat :  wir  schreiben  es 


(A)  '^f  ^fz/.aa-, 

ax        ;.    1 


a=i,2 ») 


(28)  a,i  =  E   -  (i.i:=i.2,....t.) 

ist,  und  bezeichnen  mit  ii^^K  .  .  .  ,  i2^''>  die  Fundamentalsubstitutium'ii, 
mit  denen  die   Integralniatrix 

y  =  j"  {Adx  -  /) 

^. 
sich  von  links  her  komponit^t,  wenn  x  die  (^uerschiiitle  /j,  .  .  .  .  l^  üher- 
'^chreitet.    Die  Parameter,  von  denen  die  Koeffizienten  a,^  abhängen,  sind 

1)  die  n^a  Residuen  r^.j^\ 

2)  die  singulären  Punkte  a^,  Uo,  .  .  .  ,  Og. 

\  on  den  ersteren  hängen  die  Koeffizienten  öjj.  ganz  und  rational  ab ;  dar- 
aus folgt,  wie  wir  schon  in  der  Nr.  37  angemerkt  haben,  daß  die  yi,;  ganze 
transzendente  Funktionen,  also  beständig  konvergente  Potenzreihen  der 
/■*j^  sind.  Die  Koeffizienten  dieser  Potenzreihen  sind  natürhch  Funktionen 
von  X,  öj,  .  .  .  ,  öj,;  in  bezug  auf  diese  gilt  das  Folgende  ^).   Man  denke  sich 

^)  H.  Poincare.  1884.  CEuvres  II.  S.  B12. 
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die  yijc  durch  das  Verfahren  der  sukzessiven   Appruxi(iiation»^n    (Nr   M. 
S.  143)   dargestellt^  also 

y  =  /  +  (J(\)  4-  f/(2)  4_  ...  in  inf., 

(29) 


im  ^  ^  '^rfa;,    6^(2)  .=  [  7  r Ado^  Adr. 


dann  setzen  sich  die  Koeffizienten  der-  nach  Potenzen  der  r\\}  fortschrei- 
tenden   Reilieii   additiv  zusanirnen  aus  Ausdrücken   von   der   Form 


C'     dx 


(30) 


yJ{x;  Ol,  a^ Uq)  =  j 


^y(a;;aj,  aa, 


X  — •  0-2 


dx. 


X  —  a,. 


dx 


wo  die  «,,  üj.  .  .  .  ,  a,  aus  der  Reihe  der  Punkte  a^.  a^ a„  in  unbe- 
schränkter Anzahl  und  beUebiger  Reihenfolge  bei  unbeschränkter  Wieder- 
holung entnommen  sind.  Dabei  sind  die  Integrationen  von  Xq  nach  x 
auf  demselben  Wege  zu  erstrecken,  wie  das  Produktintegral   )  . 

Nun  können  die  Si^^^ O''^^  selbst  als  Produktintegrale  geschrieben 

werden.  Bezeichnen  wir  nämlich  das  Produktintegral  erstreckt  auf  einem 
innerhalb  der  Fläche  T  verlaufenden  Wege  wieder  (wie  in  der  Nr.  47) 
mit  )>  und  betrachten  dann  dieses  Produkt  integral  erstreckt  auf  einem 
Wege  L^,  der  den  Schritt  l^  einmal  im  positiven  Sinne  überschreitet. 
äo  ist 

(31)       {L..)7\Adx  +  /)  =  Ü^'^Yt  . 

Aber  L.^  setzt  sich  zusammen  aus  dem  in  7 
verlaufenden  Wege  von  a:„  nach  x  und  aus 
einem  von  x  ausgehenden  Umlauf  ^v  um 
den  Punkt  a,  (Fig.  5).  Aus  der  Definition 
des  Produktintegrals  folgt  allgemein,  daß, 
wenn  x^,  ^i,  x^  drei  aufeinanderfolgende 
Punkte  auf  einer  Kurve  bedeuten,  fiir  die 
längs  dieser  Kurve  erstreckten  Produktinte- 
grale  die  Gleichungen  gelten: 

J''\Adx  +  /)  =J''\Adx  -f  /)  -f'^Adx^  f). 

L  •■  ti 

f\Adx^  I)=Cf^\Adx +!))-'■ 

X.  Xt 

Wir  erhalten  also 

'{L,)7\Adx  -{-  /)  -  Vr7(^4(ix  -{-/)-  Yt/  {Adx  -f  /)     VT'  •  >'r. 

^0  ('»v  ^'•v 
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Es  ist  ab»'f 

Yr/iAdx    I    /)  •  V>'  ^/{Adx  +  /)  , 

wo  5;,  ein  von  X(,  ausgehender  einfacher  Schlcifenweg,  d.  h.  ein  geschlos- 
sener Weg  ist,  der  den  Soluiill  /,,  einmal  im  positiven  Sinne  durchquert; 
wir  finden  demnach 

(/..),/"(. 4 r/x  +  I)  -■=/  {Adx  +  1)  .  Vr 

und   folglicii   inif    Uiicksicht  auf  (31) 

(2(v)  =./{Adx  +  I)  . 

Die  Fundairuintalsuhstitutionen  der  Integralmatnx  )  sind  demnach  die 
über  die  von  x^  ausgehenden  einfachen  Schleifenwege  s^  erstreckten 
Froduktint(;graJe.  Wenn  wir  also  in  (29)  die  Integrationen  über  diese 
Schleifenwege  s^  ausführen,  so  erhalten  wir  die  Darstellungen  der  Ele- 
tiiente  der  ß^"^  als  beständig  konvergente  Potenzreihen  der  r\'j}^  deren 
Koeffizienten  nur  von  den  aj,  .  .  .  ,  a^,  abhängen,  und  zwar  setzen  sich  diese 
Koeffizienten  additiv  zusammen  aus  den  Ausdrücken  (30),  in  denen  die 
Integrationen  auch  über  die  Schleifenwege  s._,  zu  erstrecken  sind.  Die 
M^y^  sind  demnach  ganze    transzendente    Funktionen 

der  /"Jj^  und  die  Formeln  (29)  zeigen,  daß  die  in  den  /^^.^  linearen  Glieder 
der  e^^^  die  Form  haben: 


iAdx-^ERO.^  i      ^"^ 

J  X        1  J      ^ 

Nun  ist  aber 

r     dx  jO,  für  A  ^  »>, 

flA  ~  \2.-T|^-l,  für  ;i  =  v, 


folglich  lauten  die  Entwicklungen   (32) 

(32a)  ,^  ^  ö,,+  271 1'-=^  rir  ^   ■  .  C' t:}:i:;::;:) 

wo  die  durch  Punkte  angedeuteten  Glieder  in  den  r.^)^*  vom  zw^eiten  und 
höheren  Grade  sind. 

Bilden  wir  also  die  Funktionaldeterminante  J  der  n^a  ganzen 
tianszendenten  Funktionen  ej][?  nach  den  n^a  Residuen  r*^.\  so  hat  J 
fiii'  die  Stelle 

(33)  rlV=0 r:,:  =  0 

den  Wert 

J^  =  {-Ijt.  [ —i)-'-o  , 
J  ist  also   jedenfalls    nicht    identisch   gleich    Null. 
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Daraus  kömioii  \\\i  schlioBon,  daß  in  der  Umgebung  der  Stelle  (33) 
die  Umkehr  ung  der  n'^a  ganzen  transzendenten  Funktionen  e'.^'  d.  h.  die 
Auflösung  der  Gleichungen  (32)  nach  den  r[j^'  möglich  ist.  Für  die  Stelle 
(33)  sind  die  wj^'  =  <3j.^,  die  Gleichungen  (32)  können  also  sicher  nach 
den  rj.j.'  aufgelöst  werden,  wenn  die  wj^.'  in  einer  hinreichend  kleinen  Um- 
gebung der  d,fc,  oder,  wie  irian  sagen  kann,  wenn  die  Si^^\  ■  ■  ■  .  X<i'^'  in  hin- 
reichender Nähe  der  Einheitsmatrix  /  liegen.    Dabei  sind  die  a^ a„ 

als  fest  anzusehen.  Man  bezeichnet  die  Aufgabe,  bei  festgegebenen 
«j,  .  .  .  ,  a„  und  beliebig  vorgeschriebenen  Fundamentalsubstitutionen 
S^^^\  ■  ■ .,  Si''°^  die  H^\  also  das  Differentialsystem  (A)  zu  bestimmen,  als  das 
Riemannsche  Problem  ^).  Wie  wir  sehen,  ist  dieses  Problem  stets  lös- 
bar, wenn  die  ^2'"'  in  der  Nähe  von  /  liegen.  Wenn  die  £2^'^'  beliebig,  aber 
so  beschaffen  sind,  dafi  die  Wurzeln  der  Fundamentalgleichungen,  die  zu 
den  f)'^',  .  .  .  ,  ^2*^"  und  zu  o<"  +  ^'  gehören,  dem  absoluten  Betrage  nach 
gleich  Eins  sind,  kann  die  Lösbarkeit  des  Riemannschen  Pro- 
blems mit  Hilfe  der  Poincareschen  ,,series  zetafuchsiennes"  erwiesen 
werden  2);  wenn  diese  Beschränkung  nicht  besteht,  so  sind  diese 
Poincareschen  Reihen  nicht  unbedingt  konvergent,  aber  die  Lös- 
barkeil des  Riemannschen  Problems  kann  dann  auf  Grund  anderer 
(iberlegungen  als  gesichert  angesehen  werden^).  Die  Schwierigkeit  bei 
der  Umkehrung  der  ganzen  transzendenten  Funktionen  e'.^'  liegt  darin, 
daß  a  priori  die  Möglichkeit  besteht,  daß  diese  Funktionen  Wertsysteme 
auslassen,  die  in  der  komplexen  Mannigfaltigkeit  von  n^ß  Dimensionen 
Gebiete  derselben  Dimensionenzahl  erfüllen.  Für  ganze  transzendente 
Funktionen  von  einer  Veränderlichen  ist  diese  Möglichkeit  durch  den 
Casorati-Weierstraßschen  Satz  ausgeschlossen,  der  besagt,  daß  eine 
ganze  transzendente  Funktion  jedem  beliebigen  komplexen  Werte  beliebig 

nahekommen  kann.  — •  Im  allgemeinen  sind  bei  fest  gedachten  a^ a^  die 

r-j^'  durch  die  Gleichungen  (32)  als  unendlich  vieldeutige  Funktionen  der 
w|^*  definiert.  Um  ein  eindeutig  bestimmtes  Zweigsystem  dieser  Funk- 
tionen zu  isolieren,  genügt  es  nach  dem  Fundamentallemma  (Nr.  48), 
die  Wurzeln  der  zu  a^,  .  .  .  ,  a„,  a^^x  gehörigen  determinierenden  Funda- 
mentalgleichungen festzulegen.  Hat  man  zwei  verschiedene  Zweig- 
SY«teme /•'.'"',  r*^' dieser  Funktionen,    so  bestimmen  diese  zwei  verschiedene 


h  Siehe  B.  Rieniann,  Fragment.  Werke  U892),  S.  379. 

•■)  L.Schlesinger,  Comptes  Rendus,  126.  1898,  S.  723. 

^)  L.  Schlesinger.  Math.  Annalen  63.  1906.  S.  273.  277;  I).  Hubert,  üot- 
tinger  Nachr.  1900.  S.  308:  J.  Plemeij.  Monatshefte  für  Math.  u.  Physik.  10  {IdOS), 
S.  211;  G.  I).  Hirkhoff.  Proc  of  the  American  Academy  of  Art  and  Sc,  49  (1913), 
S.  521. 
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sc.hlt'cJitliiti  kaiiuiiiM  lir  ] )itTrirnl ialsyBlonu'  (A),  (A),  die  zu  (Jorselberi 
Klasse  crcliürcn  iiiul  für  <lic  liif  VV'iirzeln  <ler  »loterniiniorenden  Funda- 
iiientalgl«>ioluini,'t'ii  sirli   uin   ijatize  /aldfn   vont'inari<l('r   iiritors<-.hoidpri. 


TS.    Das    Fuchs  sehe    Problem.      Aufstelluiii;    eines    üift'erential- 
systeiiis  zweiten  Grades. 

Für  ein  gegebenes  DifferenLialsystem  (A),  in  dem  man  sich  die 
Uy,  .  .  .  ,  a^  einerseits  und  die  r\l'  andererseits  als  willkürlich  vorgeschriebene 
feste  Größen  vorstellen  kann,  werden  die  co^j^^  im  allgemeinen  sowohl  von 
den  /'li;.'  als  auch  von  den  a^ ,  .  .  .  ,  a^  abhängen.  Geht  man  dagegen  von 
<lem  Rieniannschen  Probleme  aus,  d.h.  denkt  man  sich  einerseits  die 
«1,  .  .  .  ,  a„  und  andererseits  die  Fnndamentalsubstitutionen  Sl^^\  .  .  .  ,  ii'"^ 
beliebig  vorgeschrieben,  so  kommt  man  zu  Differentialsystemen  (A),  für 
die  die  Fundamentalsubstitutionen  von  den  singulären  Punkten  a^.  .  .  .  ,  a,^ 
unabhängig  sind.  Fuchs  ^)  hat  allgemein  nach  den  Bedingungen  gefragt. 
<lie  erfüllt  sein  müssen,  damit  die  Fundamentalsubstitutionen  eines  Diffe- 
rentialsystems oder  einer  linearen  Differentialgleichung  n-ter  Ordnung 
von  einem  in  den  Koeffizienten  auftretenden  Parameter  unabhängig  seien. 
Wir  wollen  insbesondere  die  Bedingungen  dafür  aufzustellen  suchen,  daß 
die  Fundamentalsubstitutionen  ß'-"  des  Systems  (A)  von  einem  der  sin- 
gulären Punkte. a;i  unabhängig  werden'^). 

Wir  bezeichnen  den  singulären  Punkt  a^  mit  /  und  betrachten  t 
als  unabhängig  veränderliche  Größe,  die  übrigen  singulären  Punkte 
«1,  .  .  .  ,  a;._i,  «x+i^  ■  •  •  1  Oa  seien  von  t  unabhängig.  Die  Darstellung  der 
Integralmatrix  )'  durch  die  Methode  der  sukzessiven  Approximationen 
zeigt,  daß  ihre  Elemente  y^,.  monogene  Funktionen  von  /  sind ;  wir  bilden 
minmehi" 

Da  die  y,^  als  Funktionen  von  x  keinen  Punkt  der  Unbestimmtheit  be- 

sitzen,  so  gilt  das  gleiche  voii    den     ,  '    und  folglich  auch  von  den  puc] 

ferner  ist  deutlich,  daß  die  pi^  als  Funktionen  von  x  keine  anderen  sin- 
gulären Stellen  haben  können  als  die  y,i. 

Wir  nehmen  nun  an,  daß  die  zu  )'  gehörigen  Fundamental- 
substitutionen   O^^^ £i^°^  von    l    unabhängig    seien;   dann  ist 


1)  L.  Fuchs,  1888.  siehe  Werke  III,  S.  117 ff. 

=  )  Vgl.  für  das  Folgende  L.  Schlesinger,  Grelles  Journal  129  (1905).  S.  287. 
Vorlesungen  1908,  S.  312.  Grelles  Journal  141  (1912).  S.  96  ft. 
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und  folglich 

(I.  h.  dio  Pj^  ändern  sich  nicht,  wenn  x  irgendeinen  der  Schnitte  /j.  .  .  .,  Ir, 
überschreitet,  sie  sind  folglich  allenthalben  eindeutige  Funktionen  von  x 
und,  da  sie  nur  eine  endliche  Anzahl  singulärer  Stellen  der  Bestimmtheit 
haben  können,  rationale  Funktionen  von  x. 

Es  sei  nun  in  der  Umgebung  von  a;  =  a^,  j^  4   X 
y  ^CM  {X  —  a,)^^"^  0(>') , 
wo  C'^'-')  eine  von  x  unabhängige,  0^"^  eine  in  der  Umgebung  von  x  =  a^ 
holomorphe  Matrix,  Z^")  die  zu  x  =  a^,  gehörige  determinierende  Matrix, 
also  die  kanonische  Form  von  7?^"^  bedeutet  ujid  die  Determinante  \0^''' \ 
für  X  =  a^  nicht   verschwindet.      Da 

die  kanonische  Form  der  Matrix  ß<''\  und  ^2^"^  von  A  unabhängig  ist.  wird 
auch  X^")  von  /  unabhängig  sein,  und  da  ferner 

ist,  kann  auch  C7''>  von  /  unabhängig  gewählt  werden  *).    Wir  hab^n  dann 

dt   -Ci^H^--a..)^'  ^ 
und    folglich 

Da  wegen  ]  0^')  (aj  |  ^  0  auch  die  Elemente  von  0('')-i  in  der  Umgebung 
von  X  =  a^  holomorph  sind,  gilt  das  gleiche  für  die  Elemente  von  P. 
Diese  sind  also  in  der  Umgebung  der  von  t  unabhängigen 
singulären  Stellen  a^,  .  .  .  ,  a^_i,  a^+i,  .  .  .  ,  a^,  und  ebenso  in  der 
Umgebung  von  x=  ooholomorph.  Bei  dem  Beweise  dieses  Satzes 
wurden  in  bezug  auf  t  nur  die  Eigenschaften  benutzt,  daß  die  ?/,>  mo- 
nogene Funktionen  von  t  und  die  S2^^\  .  .  .  ,  Si^'^''  von/  unabhängig  siml. 
Der  Satz  gilt  also  für  jeden  in  den  Koeffizienten  von  (A)  auftretenden 
F^arameter,    für   den  diese  Eigenschaften  bestehen. 

Für  die  Untersuchung  der  pa  in  der  Umgebimg  von  .r  =  /  =  a> 
setzen  wir  ^) 

')  Bei  der  Darstellung,  F  =  Z)^"^  (x  — a)^  "  •/'^'^  könnte  man  natürlicli  nicht 
schließen,  daß  i»'*")  und  B'-"^  von  t  unabhängig  sind,  deshalb  mußten  wir  hier  die 
determinierende   ^latri.x  il^"^  selbst  zur  Darstellung  von    Y  benutzen. 

-^  Nach  K. Garnier.  Hendiconti  del  CircoloMat.  di  PaltMUio  in  il919\  8.155 ff- 
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dann  Avird 

yu-  ^ 

ya-  (.r,  /)  -    yik  (|  +  /,  r), 

.ilsct   hait*Ti   \\\v 

nyuc      dyik       dyik       dyik 

dx  '    dz  ~  dx  '^  dt 

und    folglich 

(34) 

(35)  V-i|^'=A+/>. 

i"ür  das  DifTerontialsyslfMii  (34)  hängt  die  dorn  x  =  a,  =  t  entsprechende 
singulare  Stelle  <?  =  0  nicht  von  dem  in  den  Koeffizienten  von  (34)  auf- 
tretenden Parameter  r  ab;  nach  dem  vorhin  Bewiesenen  ist  folglich 
\  ~{-  P  in  der  Umgebung  von  |  =  0  holomorph  als  Funktion  von  |. 
Spalten  wir  von  a,^.  den  zu  |^  =  0  ,  d.  h.  x  =  a;,  gehörigen  Partialbruch 

ab,  so  muß  dpinnach  n,/.  in  d(T  Umgebung  von  x  =  a?  die  Form 

—  ai  '^  WS  X. 

haben: 

(3«)  P— ,^  +  r., 

wo  yii  in  der  Umgebung  von  |  =  0  ,  also  von  x  =  a;^,  holomorph  ist.  Nach 
dem  Vorhergehenden  ist  aber  y^:  auch  inder  Umgebung  eines  jeden  anderen 
r-Wertes  (oo  eingeschlossen)  holomorph,  y^.  ist  folglich  von  x  un- 
abhängig. 

Man   kann   nun   durch   eine   einfache   Transformation   die    y,/.  zum 
Wegfall  bringen.     Setzen  wir  nämlich 

(37)  }=Z-6\ 

wo  die  Elemente  von  C  von  x  unabhängig  sind,  so  ist 

(38)  ^^=Z6\46:-^ 

^•^^^     öf  ~  öi  ^     ^  ^   dt    -  ^^^     ^  ^    dt   ' 

Nun  folgt  aus  CC~^  =  /  durch  Differentiation  nach  t 

wir  können  also  (39)  in  der  Form  schreiben: 

(39a)  ^  =  YPC-^  —  }"C-i  ^  C-i . 

Setzen  wir  nunmehr 
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dt 


so  folgt  aus   (39a)  und    (37) 


dZ 


(39b)  ^^   =ZC. 

Durch  die  Transforiiiatioii   (37)  verwandelt  sich  aber  die  Matrix   T  in 

et 
und  dieser  Ausdruck  verschwindet,  wenn  wir  ('  so  wählen,  daß 

(40)  f  =^''^- 

Wir  können  also  in  dei'  Tat  durch  die  Transformation  (37)  die  y,t  zum 
Verschwinden  bringen,  wenn  wir  ('  als   Integrahnatrix  des  Systems  (40) 

wählen;  daßdurchdieseTransforiDationdieUnabhängigkeit  der  -Q'^^ i2''^ 

von  t  nicht  gestört  wird,  liegt  auf  der  Hand,  da  ja  die  Rechts- 
komposition von  )  mit  einer  von  x  unabhängigen  Matrix  die  Funda- 
liicntalsubstitutionen  überhaupt  nicht  berührt.  Dagegen  geht  durch  dir 
Transformation  (37)  die  Eigenschaft  der  Integralmatrix,  sich  für  x  =■  5„ 
auf  die  Einheitsmatrix  /  zu  reduzieren,  verloren. 

Wir  denken  uns  nun  diese  Transformation  von  vornherein  ausge- 
führt und  schreiben  wieder  yiy_  an  Stelle  von  s,;.;  dann  genügen  die  y^i- 
den  beiden   simultanen   Differentialsystemen 

Berechnen  wir  aus  dem  System  (A)  p,  n  ,  u'i<'  aus  dem  System  (1^)  ^  ^.  . 
so  finden  wir 

^'^^    öiÖa;  ~  öt  -^  +  ^    dt'    öxdt  "   dx'  '^       dx- 

sollen  die  beiden   Systeme   (A)   und    (P)   miteinander  verträglnii  sein,  so 

müssen  die  beiden  Ausdrücke  (42)  übereinstimmen,  undmankann  zeigen  i). 

daß  die  sich  so  ergebenden,  sogenannten  I  ntegrabilitätsbedingungen 

auch  für  die  Verträglichkeit  von    (A)   und    (P)  hinreichend   sind.      Mar 

dV  oY  . 

erhält  auf  diese  Weis(\  wenn  man  noch  fin-       ,    und    ^      ihrt'  Werte  au.s 

<  I  dx 

(P)  und  (A)  einsetzt  und  liann  die  allerseits  links  komponit'rt'n<li'  Matrix 
y  unterdrückt,  die  Integrabilitätsbedingung 

1;  Vi^l.  z.H.  L.  Schlesinger.  Vorlesungen   1!»()S.  S.  :)4n. 


79.  Algebraische  Integialgleicimngend.  Differentialsystems  (R).  Besondere  Fälle  .'i()7 
odor  ausführlicher 

(«)  -"'"  r  ""■  +  i  '  ^^r' 

^  (r  — 0^  ,    iz  — a,      x  —  t^{x—t)-' 

1 
Hierin  lieben  sicii   nun,  da  a;   ^  /  ist,  die  Glieder   uiil    ,  .g  ^''gi  '""^ 

(^       ') 

wenn    man    noch 

1  _        1  1  11 

{x  —  av){x  —  t)  ~  t  —  a.,     x  —  ta.,  —  t     x  —  a.j 

schreibt,     so    findet     man     durch    Vergleichung    der     Koeffizienten    von 

1 

(v  =  1,  2,  .  .  .  ,  ö")     auf     beiden    Seiten     der    Gleichung     (43)     die 

X  üy 

von   L.   Schlesinger  (190.^)   aufgestellten  Gleichungen 

dm-')     /?a)/?(^)  — /?w/?iA) 

— - ''■'4-  ' 

di  a.-t 

dt     ^  ,^1  t  —  a, 

die  die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  dafür 
darstellen,  daß  die  Fundamentalsubstitutionen  —  oder,  wie  wir  sagen 
können,  die  Monodromiegruppe —  einer  Integralinatrix  des  Di  ff  e- 
rentialsystems  (A)  von  dem  singulären  Punkte  a^  =  l  unabhängig  seien. 
Es  ist  dies,  wie  wir  sehen,  ein  System  von  Differentialgleichungen  zwei- 
ten Grades  für  die  n'^a  Residuen  rj[.'  als  Funktionen  von  O;  =  /. 


79.  Algebraische  Integralgleichiingen  des  J)ifferentialsy8teiiis  (R). 

Besondere  Fälle. 

Eine    Anzahl    algebraischer    Integralgleichungen    des    Differential- 
systenis  (R)  läßt  sich  sofort  angeben. 

Zunächst  findet  man  durch  Addition  dei-  Gleichungen  (R) 

.1     dt     ~     ' 
also 

(44)  f  /?(v)  =  c  , 

v  =  l 

wo  C  eine  konstante  (von  t  unabhängige)  Matrix  bedeutet.     Nun  ist  aber 

ö 
Z  /?'"'  =  —  ß(ö-i-i)  ^-g  2un)  Punkte  a;  =  oo  gehörige  Residuenmatrix  des 

v  =  l 

•iü* 
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Differentialsystenis  ^(A).  Die  Gleichungen  (44)  besagen  also,  daß  diese 
von  t  unabhängig  ist.  In  der  Tat  wird  dies  gerade  durch  die  Transforma- 
tion (37)  bewirkt;  eine  einfache  Rechnung  zeigt  nämlich,  daß  der  Erfolg 
der  Transformation  (37),  die  y,^  zum  Verschwinden  zu  bringen,  geradezu 
darauf  beruht,  C  so  einzurichten,  daß  in  CAC~^  die  zu  a;  =  oc  gehörige 
Residuenmatrix  von  L  unabhängig  wird.  Man  kann  Tiiit  Hilfe  von  (44) 
das  Dilf er entialsy stein   (R)  einfacher  so  schreiben: 

dR<'')     Ra)m^)  —  m^)m)  ,^^.^ 

,  et  ttv  t  ' 

in  dieser  Form  treten  nur  noch  n'^{a —  1)  Unbekannte  auf,  dafür  enthält 
die  /?*'*'  bestimmende  letzte  Gleichung  die  n^  Elemente  von  /?('^+i>  als  Inte- 
grationskonstanten. 

Weitere   Integralgleichungen   ergeben    sich,    Nvenn  wir   dio   H'^'>  für 
einen  Augenblick  als  bekannt  ansehen;  dann  stellt  nändich 

dt  t  —  av       t  —  tti, 

ein  lineares  Differentialsystem  von  der  Form  (5)  der  Nr.  74  für  die  Ele- 
mente von  R^"^  dar.  Die  entsprechenden  Systeme  (B)  und  (A)  lauten 
hier  übereinstimmend 

dt        i^i    *  i  —  ö, ' 
bezeichnen  wir  eine  Integr&lmatrix  dieses  Systems  mit  ©,  so  wird  also 
(siehe  Gl.   (10)  der  Nr.  74) 

wo  Z  eine  konstante  (von  /  unabhängige)  Matrix  bedeutet.  R^"-  ist  also 
mit  einer  konstanten  Matrix  U  ähnlich,  d.h.  die  kanonische  Form 
von  Z?^"^  ist  konstant.  Denselben  Schluß  können  wir  aus  der  Diffe- 
rentialgleichung 

dt  ,^i  t  —  a,       ,^i  /  —  o, 

des  Systems  (R)  in  bezug  auf  /?^^^  ziehen.  Natürlich  hätten  wir  dieses  Er- 
gebnis auch  aus  der  Tatsache  erschließen  können,  daß  die  Fundamental- 
substitutionen ß^")  von  /  unabhängig  sind,  es  ist  aber  nicht  unwichtig, 
dies  direkt  aus  der  Form  des  Differentialsystems  (R)  abgeleitet  zu  haben. 
Wir  haben  auf  diese  Weise  für  jedes  v  —  i,  2  ,  .  .  .  .  (f  weitere  n, 
im  ganzen  also  na  neue  algebraische  Integralgleichungen  gefunden.  Man 
kennt  somit  w^ -f-  /?ff  algebraische  Integi-algleichungen  des  Systems  (R), 
wodurch  es  möglich  wird,  dieses  auf  ein  System  von  n-a —  {n-  -f-  na) 
Differentialgleichungen  erster  Ordming  für  ebenso  viele  unbekannte  Funk- 
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tionen  zu  reduzitTon.  Für  don  Fall  «—2,  <s  —  2  des  Riemaniischeri 
Differentialsysteiiis  wird  diese  Zahl  gleich  Null;  in  der  Tat  wissen  wir, 
daü  für  dieses  System  od«T,  was  ja  dasselbe  heißt,  für  die  Gaußsche 
DifT(>rentialgI(!ichung  die  Fundarnentalsubstitutionen  stets  von  den  sin- 
gulären   Punkten   unabhängig  sind. 

Beim  nächsteinfachen  Falle  «  —  2,  ö"  =  3  haben  wir  12  R»!siduen 
und  10  algebraisclu!  Integralgleichungen,  das  System  (H)  wird  sich  also 
in  diesem  F'alle  auf  ein  System  von  zwei  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  oder  auf  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  reduzieren 
lassen.  F'ür  «  =  2  und  ein  beüebigcs  (S  würde  (R)  auf  ein  System  von 
2(r— 4  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  oder  er — 2  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung  zurückgeführt  werden  können.  Diese  Zu- 
rückführung  läßt  sich  in  folgender  Weise  bewirken. 

Wir  gehen  von  dem  schlechthin  kanonischen  System  für  zwei  Un- 
bekannte (vgl.  Gl.  (.58),  Nr.  46)  aus: 

/,-x  dyk  g\k     ,  gik 

^     '  dx       ^^  f{x)       ^^  xp{x) 

wo  die  gi}.  ganze  rationale  Funktionen  vom  höchstens  (T — l)-ten  Grade 
bedeuten  und 

V'(i')  =  ^^  —  fli)  .  .  .  (x-  —  Co) 
ist,  und  wollen  uns  die  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  her- 
gestellt denken,  der 

(46)  z  =  yjii  r{- y-iK 

bei  konstanten  h^,  L^  genügt.  Es  seien  yit  die  Elemente  einer  Integral- 
matrix von  (4.5),  dann  bilden 

3t  =  ya  hl  +  yi2  h.,  (i=i,2) 

ein  Fundamentalsystem  jener  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung. 
Für  die  Wronskische  Determinante  des  Fundamentalsystems  z^.  Zg  er- 
gibt sich  durch  einfache  Rechnung 

l^i^i:    1^112/12   '/^i  v^^  +  ^'^^ 

I  j  r  T 

!  '  1  I  h       ?21  L     _,     f  22   2, 

^2^2  1  ^21  ?/22  !     I  "2       ,,,    '*!  ~r  il'<i\ 

1  I       1  1    I  r  r       I 

und    mit   Benutzung  der   Jacobischen  Formel   (Nr.  38,   Gl.  (36)) 

z^z'i  —  z^z^  =  ce       "/'        {h^g-ii  -T  h^Kig^^  —  g^)  —  hlg^^)  _ . 

Wir  sehen  daraus,  daß  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  für  z 
außer  den  singulären  Punkten  a^,  .  .  .  ,  aa,  oo  des  Systems  (45)  noch 
außerwesentlich  singulare  Punkte  besitzt,  an  den  Stellen  näm- 
lich, wo 

hlg-ii  +  hjl,  {g-i-i  —  gn)  —  /iigi2  =  Ö 
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ist.  Durch  passende  Wahl  von  h^.  h^  kann  man  erreichen,  daß  in  dieser 
Gleichung,  die  im  ailgenieinen  vdiii  Grade  a —  1  ist,  der  Koeffizient  von 
^o—\  verschwindet,  so  daß  wir  dann  noch  r; — 2  außerwesentlich  singu- 
lare Punkte  ^1«  .  .  .  ,  6^,  „2  für  unsere  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
erhalten.  Diese  sind  wohlbestininite  algebraische  Funktionen  der  Resi- 
duen r\'j}  des  Systems  (45),  und  wenn  man  nun  die  Differentialgleichungen 
(R),  denen  die  r\''j^  als  Funktionen  von  a^  =/  genügen,  in  Differential- 
gleichungen für  diese  />j ^'a—i  umrechnet,   so  erhält  man  das  oben 

erwähnte  System  von  f>  —  2  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung, 
das  dem  System  (R)  äquivalent  ist.  Garnier^)  hat  dieses  System  auf- 
gestellt, indem  i^v  direkt  die  Bedingungen  suchte,  die  bewirken,  daß 
die  Monodromiegruppe  einer  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung des  Fuchsschen  Typus  mit  a  wesentlichen  und  n —  2  außerwesent- 
lich singuläien  Punkten  von  dem  singulären  Punkte  a^  =  t  unabhängig 
sei.  Es  zeigt  sich,  daß  sich  dann  alle  in  dieser  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  noch  auftretenden  Parameter  durch  die  b^,  .  .  .  .  b^_2  und  ihre 
Derivierten  nach  t  rational  ausdrücken  lassen. 

In  dem  Falle  0=3,  wo  also  nur  ein  außerwesentlicli  singulärer 
Punkt  6i  =  u  vorhanden  ist,  während  man  zwei  der  wf'scntlich  singu- 
lären Punkte,  etwa  öj,  ^2?  durch  lineare  Transformation 

«2  —  «1 
nach  0  und   1  verlegen  kann,  ergibt  sich  für  u  als  Funktion  von  a^  =  / 
die   folgende   von    R.    Fuchs  ^)   aufgestolte   Differentialgleichung   zwt-iter 
Ordnung: 

^^      d^u       ,[    ^        1  1     wy»,_l/l  1^1      \(du\- 

^^' '     df  +  V  +  /  —  1  +  Jt  —  /  j  (//        2  U  ^  a  —  i        u  —  t]\dtj 

wo  (3,^ .  Öq,  öl,  d,  die  Quadrate  der  Differenzen  der  Wurzeln  der  deter- 
minierenden Fundamentalgleichungen  sind,  die  zu  den  singulären  Punkten 
cc,  0,  1,  /  der  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  fiir  :  gehören. 
Es  hat  sich  nun  das  überraschende  Ergebnis  herausgestellt  '),  daß 
diese  Differentialgleichung  (47)  in  gewissem  Sinne  die  allgemeinste  DitTe- 
rentialgleichung  zweiter  Ordnung  von  der  Form 

(48)  l'NWt.M 


dt^  ~      \dt 


')   K.  (larnier.  Thesi'S.  Paris  1911.  S.  85. 

-)  K.  Fuchs,  Comptes  Kendus  141  (190?)),  Mathem.  Ajuialen  tv?  (liH'ti)-  s^;>01. 

■)  Vgl.  R.  Garnier,  a.  a.  (). 
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ist,  die  kciiif  mit  den  Adl'iiiit^'swiMtcii  \  ci  s(liici)liar  fii  V^-rzwcigungspunkt«; 
und  [JnbestitnnitlK'il.s.stclJcM  Hiifwcist.  oder  wie  iriuii  kürzer  sagt,  die  nur 
feste     ki'i  t  isehf     l'iinklr    In'sit/t.       Datin    lirdi'iilcl     li    eine   rationale 

Funktion    v(»n      .     und    u    mit    in   /   nionogcncn  KMcflizicntrii.     Wir   linden 

uns  auf  diese  VV'eisf  wieder  in  den  (icdankcnkreis  des  zwcitt'ti  und  dritten 
Kapitels  zurüekvers<'tzt .  In  (Jer  fidgenden  Nummer  werden  wir  die  ana- 
logen Fragen  für  das  allgemeine  System  (R)  eingehender  besprechen;  hier 
sollen  nur  noch  gewisse  besondere  Fälle  der  Differentialgleichung  [M) 
hervorgehoben  werden,  denen  wir  noch  einige  geschichtliciie  Bemer- 
kungen voranstellen. 

Die  Frage  nach  den  DilTereulialgleicliungen  zweiter  Ordnung  mit 
festen  kritischen  Punkten,  von  der  Form  (48)  hat  Painleve^)  in  An- 
griff genommen.  Erzeigte  zunächst,  daß  die  Differentialgleichung  (18), 
wenn  sie  keine  \  eischiebbar<'n  Verzweigungspunkte  enthalten  soll,  von 
der  Form 

(49)  ü"  -  L(/,  u)u"^  +  .V/(/,  u.)u'  -f  iV(/,  u) 

sein  muß,  wo  die  L,  M.  N  rational  in  ii  und  monogen  in  /  sind.  Um  dann 
weiter  die  Bedingungen  dafür  zu  erhalten,  daß  auch  keine  verschieb- 
baren  Unbestimmtheitstellen   auftreten,   setzt    Painleve  in    (49) 

(50)  /  =  /o  +  «i 

und  läßt  a  gegen  iS'ull  konvergieren.  Er  erhält  auf  diese  Weise  die  soge- 
nannte vereinfachte  Gleichung  (equation  simplifiee) 

(51)  u"  =  L{tv.  a)!/'2  =  /(u)»/', 

die  die  unabhängige  Veränderliche  /  nicht  mehr  explizite  enthält,  und 
deren  allgemeine  Lösung  folglich  eine  eindeutige  Funktion  von  t  sein  muß. 
Die  Differentialgleichungen  der  Form  (50),  die  diese  Eigenschaft  haben, 
lassen  sich  unschwer  angeben,  und  indem  man  dann  die  in  l{ii)  auftre- 
tenden Konstanten  durch  Funktionen  von  t  ersetzt,  erhält  man  die  mög- 
lichen Formen  für  L{t,  u).  Durch  ähnliche  Gedankengänge  werden  dann  ^) 
die  möglichen  Formen  für  M  und  :\  bestimmt  und  auf  diese  Weise  eine 
Tabelle  von  Differentialgleichungen  gewonnen,  aus  denen  jede  Diffe- 
rentialgleichung der  Form  (48)  mit  festen  kritischen  Punkten  durch  eine 
Transformation  der  For)n 

1)  P.  Painleve.  Bulletin  de  la  Soc.  ilathem.  de  France  28  (l'JlHJ).  S.  -iOl : 
Acta  matbem.  25  (1902),  S.  Iff.  Vgl.  für  das  Folgende  den  Enzyklopädieartikel  II  H 
6vonE.  Hilb. 

')  Siehe  B.  Gambier,  Acta  mathem.  33  (1909),  S.  1  und  P.  Boutronx. 
Annales  de  lEcole  Norm.  sup.  (3)  31.  (1914).  S.  109. 
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liervorgehfn  Jiiuß,  wo  99,  /,  //?,  p,  q  inonogene  Funktionen  bedeuten.  Nach 
Ausschluß  der  Difl'erentialgleichungen,  die  sich  auf  lineare  oder  auf  solche 
Differentialgleichungen  zurückführen  lassen,  die  durch  Quadraturen, 
elliptische  P'unktionen  u.  dgl.  integrierbar  sind,  fand  Painleve  eine  An- 
zahl möglicher  Formen  von  Differentialgleichungen  mit  festen  kritischen 
Punkten.     Die  einfachste  dieser  Formen  lautet 

(53)  u"  =  6u2'+  / , 

ihr  allgemeines  Integral  ist  eine  in  der  ganzen  /-Ebene  meromorphe  Funk- 
tion. Durch  ein  (später  von  Gambier  berichtigtes)  Versehen  war  aber 
unter  den  von  Painleve  aufgestellten  Forjiien  gerade  die  Differential- 
gleichung (47)  nicht  enthalten,  die  erst  R.  Fuchs  (1905)  von  der  Theorie 
der  linearen  Differentialgleichungen  ausgehend  fand,  und  von  der  dann 
Painleve  ^)  zeigte,  daß  aus  ihr  die  von  ihm  angegebenen  Typen  durch 
Grenzübergänge  hervorgehen.  Nur  der  Fall  der  Differentialgleichung  (47), 
wo  die  Zahlen  ö^,  Öq,  d^,  d,  sämtlich  gleich  Null  sind.  d.  h.  die  Differontial- 
gleichung 

dH       li  \  i     \du        1/1  1  1      \(du\' 

1       ii(u  — 1) 
~2t(t  —  i)(u  —  t) 
kam  unter  den  von  Painleve  aufgestellten  Typen   vor  ^).      Wir  wollen 
für  diese  Differentialgleichung  direkt  zeigen,  daß  sie  feste  kritische  Punkt»' 
besitzt,  indem  wir  ihre  Lösung  explizite  angeben. 
Setzt  man 

du 

^(li  — 1)(«  —  0  ' 

so  folgt  aus  den  in  der  Nr.  58  durchgeführten  Rechnungen,  wenn  man 
daselbst  z  =  m,  x  ^t  und  (vgl.  die  Nr.  60,  S.  238)  a  =  i,  ß  ^  1,  y  =  1 
setzt,  daAl  v  als  Funktion  von  /  die  Differentialgleicluing 

(56)      t{i  -  0  ^  +  (1  -  2o|'  -\^=2  "H"  -  -  1)H»  -  0-^ 

befriedigt.  Erstreckt  man  die  Integration  über  einen  geschlossenen  Weg. 
der  je  zwei  der  Punkte  0,  1,  /,  00  umschließt,  so  wird  das  Integral  zu 
einem  Periodizitätsmodul  lo  des  Integrals  c  und  befriedigt  nach  der  Nr.  60 
die    Legendresche    Differentialgleicluing    (C) 

,57)     ,(,_„'^;'r  Ml -^-20 ';;":;'..= 0. 

')  i'.PaiulL've.  Coniptes  Rendus.  148  (1906),  S.  1111 
-)  Siehe   auch    schon   P.  i'ainleve.   Le^ons  de   Stockholm    1897.    .■^    .)Hi  n 
und  l'icard,  Lioiivilles  Journal  (4)5.  1889.  S.  208ft. 
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(ioron  allgoineine   i.ösuiii;  in  (l»'r  Form 

(58)  0)  -- i\2K  +  c.{lK' i 

mit   den  beiden  willkürlichen  Konstanten  ti,  c^  erscheint.    2A,  2K'i  sind 
iliirch  die   Formeln   der    Nr.  60   (S.  238)  gegeben. 

Betrachtet  man  nun  in  (55)  u  als  die  durch  die  Differentialgleichung 
(54)  gegebene  Funktion  von  /,  so  hängt  v  in  zwiefacher  Weise  von  t  ab, 
einmal  explizite,  das  andere  Mal  durch  Vermittlung  von  m;  differentiiert 
iiijiii  (iaiin  \^  total  nach  /,  so  ergibt  sich 

dv       dv     du        dv  1  du        dv 

dt  ^  an      dl         dt    ~\'ü[u  —  l)(a  —  t)  ^'         ol 

</-»■  _       1  1^ /l  1  1     \jdu\^ 

dt^   '  ~  '2\  ,7(ifZrY^  -17)  \u'^  u  —  i'^  u  —  tl\dtj 

\  [du  1  d'U       c'v 

—  4~  -j- 

I   »((/  —  l)  (</—/)"—'     '^Z  I    H(U—  1)(W  —  0   '•''"  ^^'^' 

Man  erhall  also 

d^v       i  —  ltdv  1  1  |d-u 

dt^  +  /(l_7)  dt  ~  4/(1-/)  '  ~  I  a{u  -  l)(u  —  0  \dt'- 

^\t^  t  —  i^  u  —  tj  dt        l\u^  u  —  i^  u  —  tl\dtl  1 

d'h'       l~2t   di>  _       1 
+  ö«2  +  t{i—t)   dt  ~  4/(1—/)  ^' 
oder   mit    Rücksicht   auf   (54) 

dh'    ^    l  —  lt  dv  1  _  1  ul(w  — l)i(u  — /)-^ 

rf/2  +  /(l  —  /)  rf/  ~  4/(1  —  t)^'  ~  2  /(/  —  1 ) 

ÖV  i—2tdv_  1 
^  Ö~/2  +  /(l  —  /)  a/  ~  4f(l  —  /) 
Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  aber  nach  (56)  identisch  gleich  Null, 
wir  linden  also,  daß  die  durch  (55)  dargestellte  Funktion  v  von  /,  wo  u 
als  durch  die  Differentialgleichung  (54)  bestimmt  angesehen  wird,  der 
Legendreschen  Differentialgleichung  (57)  Genüge  leistet  und  folglich 
in  der  Form  (58)  darstellbar  ist.     Bezeichnet  man  nunmehr  mit 

u  =  /(.') 

dl»'    eindeutige    Umkehrungsfunktion   des    elliptischen  Integrals    (55),    so 
erhält  man  die  allgemeine  Lösung  von  (54)  in  der  Form 

u  =/(Ci2A'  +  C22/i'i), 
und  es  ist  evident.  daU  diese  Funktion  von  /  keine  von  den  Integrations- 
konstanten Ci,  Og  abhängenden  kritischen  Punkte  besitzt. 
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80.     Integration  des  DifTerentialsystems  (R).    Bericht  über  neuere 

UntersucJiungen. 

Wir  stellen  uns  nunmehr  die  Aufgabe,  das  DifTerentialsystem  (R), 
losgelöst  von  seinein  Ursprung  aus  dem  Fuchsschen  Problem,  zu  int<- 
grieren. 

Es  sei  /  =0,^  ein  von  den  Punkten  ö,,  (v  |  A)  verschiedener  end- 
licher Wert  von  /,;  dann  denken  wir  uns  zunächst  die  /c^  Integrations- 
konstanten r\l'^'^'>  beliebig  gegeben,  schreiben  ferner  für  die  r^jj.'  (r  +  X)  im 
Punkte  /.  =7  willkürliche  Anfängswerte  ä|j[.'  vor,  und  b"stimmpn  die  r\l^ 
durch  die  Gleichung 

R(^)  =  —  Z  /?(••')  —  /?'''  +  i)  . 

v4f/. 

Dann  besitzt  das  Differentialsystem  (R)  bzw.  (R')  nach  dem  Cauchy- 
schen  Existenzsatze  ein  in  der  Umgebung  von  t  =  I  holomorphes  Lösungs- 
system, das  wir  mit  r^l^  (r  =  1,  2,  .  .  .  ,  (x)  bezeichnen  wollen  und  das 
für  t  =  t  die  Anfangswerte  /-j.^*  annimmt.  Nach  dem  zu  Anfang  der  Nr.  79 
Bewiesenen  sind  die  kanonischen  Formen  der  R''"^  von  /  unabhängig, 
stimmen  also  jnit  den  kanonischen  Formen  der  R^''^  überein. 

Es  sei  nun  x  eine  von  /  unabhängige  Veränderliche;  wir  markieren 
m  der  x-Ebene  die  Punkte  a^,  .  .  .  ,  a„,  konstruieren  die  Fläche  T,  indem 
wir  die  Schnitte  Z^,  .  .  .  ,  /„  von  diesen  Punkten  nach  dem  Unendlichen 
hin  legen,  und  denken  uns,  um  der  Veränderlichkeit  von  a^  —  t  Rechnung 
zu  tragen,  l)^  als  dehnbaren  Faden,  der  sich  den  Veränderungen  von  t 
anzupassen  vermag.    Für  t  ^t  ^  a^  bezeichnen  wir  Ix  mit  1,  und  T  mit  T. 

Wir  setzen  dann 

—        ^     m^)  R(') 

A  =^  H  -\ , 

.^ix  —  a,      X  —  a;. ' 

bilden  das  Differentialsystem 

dyk         ^-, 

(A)  J^,   =  ±  yu  ä^k 

und    die    Integralmatrix 

(59)  )■  -7^-'^'''^+  ^)- 

Ferner  bilden  wir  mit  den  zuvor  erklärten  Lösungen  r^^?  des  Systems  (R) 
das   Differentialsystem   in  / 

et        ft=l       i-  —  * 
und  diejenige  Integralmatrix 

'^'/  R(''>  \ 
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ili»'  sicli  für  /  ---  /  auf  )  rt'(lu/i(Ml.  Nacli  den  lMt,'<'hiiis.s<>n  dr-r  Sv.  78  ho- 
t'ri«'(ligt    )    dann  das  DinVrcMilialaystoiri   in  .*• 

\V<i 

mit  den  üben  dclinicrlcn  Lösungen  r^j^iv  =  1.2 a)  <l''s  Systems  (K) 

gebildet  ist.  Ks  reduziert  sich  nänibcli  die  lntegraln)atrix  )  für  a:  =  a:,, 
geinäü  den  ("ilt'icliungen   (59)  und   (tJO)  auf 

(61)  ")-  .,=   1    [i-=^/'  +  ')' 

I 

diejenige  Integialmatrix  von  (\)  <lie  sitli  fiir  ,r  —  x,,  auf  die  Matrix 
(61)  reduziert,  ist   aber 

(62)  (    \i__^,/t  +  l)  j    {Adx  +  I). 

Kine  finfaclu'  [{eihnmig  ^)  zeigt  nun.  daM  die  Integralmatrix  (62)  von 
(A)  als  h'unktion  von  t  das  Differentialsysteni  (P)  befriedigt,  und  da 
sie  sich  offenbar  für  t  =  /  auf  )'  reduziert,  so  stimmt  sie  tatsächhch  mit 
der   durch  (60)  gegebenen  Matrix    )'  überein. 

\  crgleichen    wir    nun    die   beiden    Darstellungen   (60)    und   (62)  der 
Matrix    )    miteinander,  so  ergibt  sich  mit    Rücksicht   auf  (b9) 

j    {Adx  +  /)  )    [-^^  dl  ^  /]  ^   (    (^  _-^;^  dt  +  7j  J    {Adx  -r  /) ; 

i,^  t  7  ■'■" 

diese  Gleichung,  die  noch  den  willkürlichen  Parameter  x  enthält,  stellt 
also  eine  kontinuierliche  Schar  von  Integralgleichungen  des  Systems  (R) 
dar.  Erstrecken  wir  die  darin  vorkommenden  auf  x  bezüglichen  Produkt- 
integrale über  die  G  Schleifenwege  s^.  .  .  .  .  Si_i,  s~,.^i,  ....  v^^j.  die  von 
./„  ausgehend  die  Punkte  Gj.  .  .  .  ,  ö/_i.  «x+ij  •  ■  ■■•  ^a-.  ^  umlaufen,  so 
erhält  x  den  Wert  Xq  und  wir  finden 

i  (Aä.  -i)j  (— ^.^  A.  +  i)  =  I  (,  ^-^,  ,1,  +  /)J  (.4,;..  ^  /) 

oder 

7  -  7'  i  R^^^  \  7  7'/  /?('■'  \ 

(63)  J  (Ad,  +  1)  =j    (,_-^.  rf/  +  l)j  IA,U  +  /)j    i^^^J,  +  l) 

ij  Vgl.  L.  Schlesinger,  Grelles  Journal,  141  (1912).  S.  96.  I.  Teil.  2. 
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lur    r  =  1,  2.  .  .  .  ,  / —  1,  A  -r  1.  ...,<?  -r  1-       Dit'si-   Gleichungen    sagen 
aber  niclits  anderes  aus.  als  daß  die  Fundarnentalsubstitutiorifn 
i2(J',  .  .  .  ,  f3(>— 1).  r)(/.+  i' o(ö+i)  1). 

die  zu  der  Integralmatrix  )'  des  Systems  (A)  gehören,  mit  den  ent- 
sprechenden P'undamentalsubstitutionen  der  Integrahnatrix  )'  des  Sy- 
stems (A)  übereinstimmen,  d.h.  daß.  diese  letzteren  von  /  unab- 
hängig sind.  Nun  vertritt  jede  der  a  Gleichungen  (63)  ai.s  Matrizen- 
gleichung /?^  Gleichungen,  wir  haben  also  in  (03)  genau  n-a  Integral- 
gleichungen des  Systems  (R),  die.  da  sie  die  n'^a  vorgeschriebenen  Inte- 
grationskonstanten r^^  enthalten,  die  allgemeine  Lösung  dieses  Systems 
liefern.  Wir  können  also  sagen,  daß  wir  das  System  (R)  mit  Hilfe  von 
auf  Schleifenwegen  erstreckten  Produktintegralen  integrieren  können, 
etwa  ähnlich,  wie  wir  die  Gaußsche  Differentialgleichung  durch  gewöhn- 
liche, auf  Schleifenwegen  erstreckte  Integrale  gelöst  haben. 

Wir  können  aber  die  Integralgleichungen  (63)  von  (R)  auch  in 
eine  Form  setzen,  bei  der  die  Elemente  der  Fundamentalsubstitutionen 
.Q'^'  ,  .  .  .  .  /i*"*  selbst  als  Integrationskonstanten  erscheinen. 

Wie  wir  in  der  .\r.  77  gezeigt  haben;  sind  die  y^.  ganze  transzen- 
dente Funktionen  der  r^^  (v  =  1,  2,  .  .  ..  ö).  deren  Koeffizienten  noch 
abhängen  von  den  a^.  .  .  .  ,  a^,  und  vom  Integrationswege  (x^x).  auf  dem 
das  in  (62)  auftretende  Produktintegral  in  x  erstreckt  ist;  wir  schreiben 
diese  ganzen  transzendenten  Funktionen 

(64)  z/ii  =  e-air^^^,  . . .,  r^^il;  öj,  .  .  .  ,  a., ;  .i^i , . 

Für  X  =  jCq  reduziert  sich  }'  auf  das  Produktintegral  (61);  nehmen  wir 
also  in  (64)  für  den  Integrationsweg  x^x  einen  geschlossenen  Weg  s^. 
der  von  Xq  ausgeht  und  in  jT' verläuft,  so  wird 

(^^)      C[f^l[  0^/  4-  /)  =  £(rff,  . .  .y::-.  a, a,:  s,) : 

t 
dagegen  erhalten  wir  nach  den  tCrgebnissen  dei'  .Ni.  77.  wenn  v.iv  als  Inte- 
grationsweg den   Schleifenweg  s,^  wählen, 

{6^)     Si^-^^  /'t^l',^  'ff  +  j)-  ^('n^  ■■■•  ^-^  «1 ""•'  '■) 

t 
Indem  \\\v  nunmehr  in  (66)  von  lechts  her  niil  der  inversen  Matrix  von 
(65)  komponieren,  ergeben  sich  die  Elemente  lo^'^  der  P'undamental- 
substitutionen  f}*"'  in  der  Form  von  meromorphen  Funktionen,  d.h. 
als  Quotienten  beständig  konvergenter  Potenzreihen,  der  r^^  mit 
einem    gemeinsamen     .Nenner: 

1)  i»<^^  bestimmt  sich  dmcli  die  llleichiiiig  !>(''  + ^'  =  <>(*>" ^  :2<*>~'  .  .  .  -Q'"^    ^- 
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(67)  o,\^=f^irü,...,r^:-a, ./.,)  0,*-l;t::;n) 

und  (üp  Ko^flizierilcn  dieser  /l"^*  liüngcn  noch  von  a^  =  t  ab.  Die  Glei- 
chungen (C7)  steHen  (hinn  chenfalis  ein  System  von  Integralghiichungen 
des  Systems  (R)  dar,  in  di-ni  die  o^^}  als  I  n  tegrat  ionskonstanten 
fungieren. 

Der  Zusammenhang  zwiscluMi  diesen  liitegiation.skonstanten  und 
den   Anfangswerten   r'i^^   der   r^'J  für   /  --■  I    wird    durch   die   Gleichungen 

o'ik   =  Cikirn 'ml;  ffj,  .  .  . ,  fl^-i,  ^h  «x+i.  •  •  -  «o ;  ^>) 

vormittel!,  die  voneinander  unabhängig  sind,  da  ja,  wie  wir  in  der  Nr.  77 
gezeigt  haben,  die  Kuriklionald<terniinan(<>  dieser  n^(r  Funktionen  nicht 
identisch  verscliwiudft . 

Setzt  num  die  Lösbarkeit  des  Ricman  nschen  Problems  voraus, 
so  kann  man  nun  unschwer  zeigen,  daß  die  Lösungen  /^.*  des  Systems  (R) 
i!i  einem  Punkte  /,  der  von  a^{v  \  a)  und  von  oo  verschieden  ist,  holo- 
morph sind  oder  einen  Pol  haben,  man  kann  ferner  die  Mehrdeutigkeit 
der  r['^  als  Funktionen  von  l  analysieren  und  ihr  qualitatives  Verhalten 
in  der  Umgebung  der  festen  singulären  Punkte  i  =  a^,  .  .  .,  a;._i,  cr^+i,  .  .  . , 
(i^,,  00  angeben ').  Umgekehrt  würde  sich,  wenn  ein  direkter  Bcwei.s 
dafür  gelänge,  da(i  das  System  (R)  feste  kritische  Punkte  besitzt,  daraus 
ein  Beweis  für  die  Lösbarkeit  des  Riemannschen  Problems  ergeben, 
und  zwar  kein  bloßer  Existenzbeweis,  wie  es  die  bisher  allgemein  durchge- 
t'idu'ten  sind,  sondern  ein  solcher,  der  zugleich  einen  Algorithmus  für  die  Her- 
stellung der  r\l}  aus  vorgeschriebenen  e/^?  bei  ebenfalls  gegebenen 
«1,  .  .  .  ,  flo  lieferte. 

Wenn  in  dem  schlechthin  kanonischen  System  (A)  nicht  nur  ein 
singulärer  Punkt  O/,  sondern  mehrere  der  a^,  .  .  .  ,  a^  als  veränderhche 
Parameter  angesehen  werden,  und  man  verlangt,  daß  die  Monodromie- 
gruppe  einer  Integralmatrix  von  diesen  Parametern  unabhängig  sein  soll, 
so  haben  die  Residuen  entsprechend  mehreren  Systemen  von  der  Form 
(R)  zu  genügen,  die  dann  als  simultane  Systeme  partieller  Differential- 
gleichungen aufzufassen  sind.  Da  durch  eine  lineare  Transformation 
\  on  X  stets  zwei  der  singulären  Punkte,  etwa  a„_i,  a^,  nach  0,  1  verlegt 
werden  können,  so  hat  man  im  äußersten  Falle  a — 2  solche  simultane 
Systeme  zu  betrachten. 

Wir  berichten  nunmehr  noch  kurz  über  einige  neuere,  auf  das 
System    (R)    bezügliche    Untersuchungen    französischer    Mathematiker. 

Will  man  nach  der  Methode  von  Painleve  (siehe  Nr.  79,  S.  311) 
:iachzuweisen  suchen,  daß  das  System  (R)  feste  kritische  Punkte  besitzt. 
^0  wird  man  zuvörderst  das  ., vereinfachte  System"  aufstellen.     Wir  be- 

1)  L.  Schlesin-er.  Grelles  Joiunal    141   (1912).  S.  96 ff.  III.  Teil. 
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trachten    gleich    alle    <7 — 2  =  ///     I^iinkte    a^,  .  .  .  .  a„    als     veränderlich 
{ag_i  =  0,  a„  =  1),  setzen  in  den  simultanen  Systemen 


(R') 


(68) 


du/.  ai  —  a , 

r  //(-)  =  ronsl.  . 


/>L  =  1.2. .  ...  rn 


/        1./.— 1  ..rf»-2^ 


/i  =  1.2 m       \ 

Vv  =  1.2 m^i) 


und  lassen   e  gegen   Null  konvergieren   (vgl.  Gl.   (.50)  der  Nr.  79).     Dann 
ergibt  sich  das  ..vereinfachte  System" 

dri.  ai  —  a> 

»w-r2 

E  S^')  =const.. 


(/*/) 


(S') 


das  die  unabhängige  Veränderliche  ?/  nicht  mehr  explizite  enthält  und  folg- 
lich eindeutige  Lösungen  besitzen  muß.  In  einer  Abhandlung,  die  vor- 
wiegend dem  Studium  der  Systeme  (S')  gewidmet  ist  ^),  hat  Garnier 
gezeigt,  daß  dies  in  der  Tat  zutrifft,  und  daß  sich  die  allgemeine  Lösung 
von  (S')  durch  klassische  Transzendenten,  nämüch  durch  Ab elsche Funk- 
tionen vom  Range  oder  Geschlecht 

P  =         2         ^'"  +  1 )  —  n  +  1 

darstellen   läßt,   in  denen  p — ///  Argumente  konstant  und  die  tu   übrigen 

gleich  linearen    Funktionen   der   r^ r^  zu   setzen    sind.      Die  Abei- 

sclien  Funktionen  reduzieren  sich  auf  hyperelliptische  in  zwei  Fällen: 

1.  wenn  n  = '2  ist,  auf  hypett'lliptische  vom   Range  rn  =a — i*); 

2.  wenn  n  beliebig,  m  =  \.  also  ff  —  3  ist,  auf  solche  vom  Range  n — 1. 
Im  letzteren  Falle,  wo  nur  eine  unabhängige  Veränderliche  r  vorhanden 
ist,  gelingt  es.  das  System  (S')  durch  Einführung  neuer  abhängiger  Wrändfr- 
licher  in  die  Form  zu  setzen: 


(S") 


d^Si 

N-l 

dr-  -  ^' 

2  E  $k  i]k 

«.. 

dhii 

11       ! 

2  E  ik  rjk 

-  a, 

(i  =  l  2 n-1) 


WO  die  a^  von  /  unabhängig  sind.  Für  n  —  o  wird  dieses  System  durch 
hyperelliptische  FunkliontMi  vom  Range  p  =  2  gelöst,  in  denen  das  eine 
Argument   konstant  .    das   andere   gleich    einer   linearen    Funktion   von   i 


'1  K.  Garnier.    Heiuiiconti    del    Circolo  Mat.    di  Palermo   43  (litl9),  S.  155. 
-')   Vergl.  K.  (iarnier.  Theses.  Paris  1912.  Annales   de    l'Ecole   Normale  (3) 


29.  S.  1. 
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/ii  iirliiiirn  ist,  genau  rltrnsi»  wie  in  dem  von  S(»[thif  v.  K  owalcwski  ') 
hcliandcKon  Fall(>  des  [(otal  i()nspr()l)lf'tns  ('im'S  starren  Körpers  um  oinoii 
festen  l'unkl.  Das  System  (S")  kann  also  als  Verallgomoinerung  der 
DilVerenlialgleichungon  jenes  K  owulewskischen  Kotal  ionsproblems  an- 
gesehen werden. 

Über  (lieRedentting  der  von  dar  n  ii-r  l'iir  das  System  (S')  erzielten  Kr- 
gebnisse  für  dieDifferentialgleiehungen  (R')  selbst  kann  man  sich  durch  die 
folgende  {Iberlegnng  Rechenschaft  geben.  Wir  schreiben  (R')  in  der  Form 

(W)     \       =  ,       2 /^('')  =  const.; 

^       '       dai        a,.  ___  öy  .  =  1 

läßt  man  dann  alle  a,{v  ^  1,  2,  .  .  . ,  ff)  so  ins  Unendliche   wachsen,    daü 

festen  Grenzw( 
ai  log  ai  =Ti, 

Z  H^")  =  eonst., 


sich  die  Verhältnisse        den  festen  Grenzwerten  nahern,     und     setzt 


so  verwandelt  sich   (R")  in 

dR(-)  _  H{-^)R{i.)  —  RWRM 


d.h.  in  das  System  (S').  Man  wird  also  vermuten  können,  daß  die  Lö- 
sungen des  Systems  (R')  für  große  Werte  der  unabhängigen  Veränder- 
lichen asymptotisch  durch  die  Lösungen  des  Systems  (S')  dargestellt 
werden,  ähnlich  wie  dies  (vgl.  Nr.  71)  für  die  Besselsche  Funktion  durch 
den  Sinus  der  Fall  ist.  Bisher  ist  diese  Vermutung  nur  in  einem  speziellen 
Falle  durch  Untersuchungen  von   P.   Boutroux^)  bestätigt  worden. 

Im  Falle  «  :=  2,  w  =  1,  also  ff  =  3,  wo  das  DifTerentialsystem  (R') 
mit  der  Differentialgleichung  (47)  äquivalent  ist,  wird  nämlich  nach  den  ge- 
schilderten Ergebnissen  vonGarnier  das  vereinfachte  System  durch  hyper- 
elliptische Funktionen  vom  Range  p  =  m  =  1,  also  durch  elliptische 
Funktionen  gelöst.  Durch  Grenzübergänge  ^)  kann  die  Differentialgleichung 
{M)  in  die  bereits  (S.  312)  erwähnte  Painlevesche  Gleichung 

(69)  ^  =  bu^  -f  t 

übergeführt  werden,  die  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung 
dafür  darstellt,  daß  die  Monodromiegruppe  der  hnearen  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung 


^)  S.  V.  Kowalewski .  Acta  mathematica  12  (1889),  S.  177. 

2)  P.  Boutroux.  Annales   de  l'Ecole  Norm.  Sup.    (.3)  30.  1913,    S.  255;   3L 
1914.  S    99. 

3)  Siehe    R.  Garnier.    Theses.    S    4Sff. ;     P.  Boutroux    a.  a.  0.    31,    1914, 
S.  151  ff. 


.")2(>  Neuntes  Kapitel.     Verallgemeinerangen.     Parametrale  Probleme. 

(70)    2^  =  (4(x3  -  ,,^)  +  nx  -u)  +  \  ^^4^  -  ^-  +  ,C']y 

von  dem  Parameter  t  unabhängig  wird.  In  dieser  linearen  Diflerential- 
crloichung  (70)  ist  x  —  cc  eine  Unbestimnithoitsstclle  und  //  dor 
außerwesentlich  singulärr  Punkt.     Durch  die  Transformation 

4   ^ 

verwandelt  sich  (69)  in 

d"^^       ^dv        4   1  ,.  ,       , 

ar''        T  (IT        lo  T- 
und    diese    Differentialgleichung   geht,    wenn    man    r  -^  x    streben    läßt, 
über  in 

aus  der  durch  einmalige  Integration 

(73)  (|)'=4.»  +  2.  +  ,. 

hervorgeht,  wo  g  eine  willkürliche  Konstante  bedeutet.  Diese  Diffe- 
rentialgleichung (73)  wird  durch  eine  elliptische  Funktion  v  =  /(r)  gelöst, 
und  Boutroux  zeigt  ausführlich,  daß  die  Lösungen  von  (71)  für  große 
Werte  von  r  durch  diese  elliptische  Funktion  asymptotisch  dargestellt 
werden,  ähnlich  wie  die  Besselsche  Funktion  durch  den   Sinus. 


Die  letzten  skizzenhaften  Bemerkungen  verfolgen  das  Ziel,  jüngere 
Mathematiker  zur  Beschäftigung  mit  diesen  aussichtsvollen  und  tief- 
gehenden Untersuchungen  anzuregen,  Untersuchungen,  die  geeignet  er- 
scheinen, den  Kreis  der  analytisch  zugänglichen  Funktionen  in  bemerkens- 
werter Weise  zu  erweitern  und  dadurch  der  Analysis  auch  neue  Gebiete 
der  Anwendungen  zu  erschließen. 
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